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Vorwort

Das vorliegende Skript ist eine Ausarbeitung der im Wintersemester 1998 /1999
gehaltenen Vorlesung Audiosignalverarbeitung I1 und behandelt die Grund-
lagen der Zeit-Frequenz-Analyse und die Theorie der Wavelet- und Filterbank-
transformationen. Obwohl diese Vorlesung auf der Vorlesung Audiosignalverar-
beitung I des Sommersemesters 1998 aufbaut, wurde versucht, dieses Skript in
sich selbst abgeschlossen zu gestalten. Insbesondere findet man in Kapitel 1 in
gestraffter Form die benottigten signaltheoretischen Grundlagen, die ausfiihrli-
cher im Skript [ASVI] behandelt werden.

Dieses Skript richtet sich insbesondere an Studierende der Informatik und Ma-
thematik. An einigen Stellen wurde auf Beweise verzichtet, die man aber in der
angegebenen Literatur nachlesen kann. Dennoch wurde auf exakte Definitio-
nen und eine saubere Darstellung viel Wert gelegt. Einige der in der Vorlesung
aus Zeitmangel weggelassenen Beweise werden hier sehr detailliert gefiihrt. Be-
sonderes Augenmerk haben wir auf die Anschauung und die Darstellung von
Querverbindungen zwischen den verschiedenen Theorien gelegt, die fiir die In-
tuition unabdingbar sind.

Wir mo6chten den kritischen Hoérern der Vorlesung danken und hoffen auf weitere
Riickmeldungen und Verbesserungsvorschlige (bitte an Michael Clausen oder
Meinard Miiller leiten). Unser besonderer Dank richtet sich an Herrn Frank
Kurth fiir seine hilfreichen fachlichen Kommentare und fiir sein kritisches Kor-
rekturlesen.

Bonn, Mérz 1999

Michael Clausen, Meinard Miiller
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Vorwort zur zweiten Version

Das vorliegende Skript stimmt bis auf die Verbesserung einiger kleiner Feh-
ler mit dem der Vorlesung ,, Audiosignalverarbeitung I1“ vom Wintersemester
1998/1999 iiberein und dient als wesentliche Grundlage fiir die Vorlesung des
Sommersemsters 2001.

Wir bedanken uns bei den Studierenden, die uns auf einige der Fehler des
urspriignlichen Skriptes aufmerksam gemacht haben.

Bonn, Mérz 2001

Michael Clausen, Meinard Miiller
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Einleitung

Wavelettransformationen sind die neuen , High-Tech-Tools“ im Werkzeugka-
sten der Signalverarbeitung und haben sich inzwischen in vielen anderen Be-
reichen von Mathematik, Physik und Technik etabliert. Wie so oft war der
Anfang ein ingenieursméifiger Zugang zu einem Anwendungsproblem, das mit
den vorhanden Mitteln, insbesondere der Fourieranalysis, nicht zufriedenstel-
lend losbar war. Ein Nachteil der Fouriertransformation ist das Fehlen einer
Lokalisierungseigenschaft: dndert sich ein Signal an einer Stelle, so d&ndert sich
die Transformierte iiberall, ohne dafl durch blofles Hinschauen die Stelle der
Anderung gefunden werden kann. Der Grund ist natiirlich die Verwendung der
immer periodisch schwingenden trigonometrischen Funktionen. Verwendet man
dagegen rdumlich begrenzte Wavelets, , kleine Wellen“ oder ,,Wellchen“ sind
Versuche einer Ubersetzung ins Deutsche, so kann durch das Verschieben eine
Lokalisierung und durch Stauchen eine Frequenzauflosung an der entsprechen-
den Stelle erreicht werden.

Das vorliegende Skript zur Vorlesung ,, Audiosignalverarbeitung II“ bietet eine
Einfithrung in die Wavelettheorie. Dabei wird die Theorie von verschiedenen
Perspektiven aus betrachtet. Der Zugang ausgehend von der klassischen Theo-
rie der Fouriertransformation und gefensterten Fouriertransformation fithrt auf
die Interpretation, wie die Wavelettransformation eines Signals als Phasenraum-
darstellung, also als Darstellung in der Zeit-Frequenz-Ebene, aufgefafit werden
kann. Dieser Zugang 148t besonders gut die Gemeinsamkeiten und Unterschie-
de der kontinuierlichen Wavelettheorie, die wir in Kapitel 3 behandeln, zur
klassischen gefensterten Fourieranalysis, die wir in Kapitel 2 zusammenfas-
sen, hervortreten. Daher wurde versucht, die Kapitel 2 und 3 moéglichst parallel
aufzubauen.

Bei allen Anwendungen steht natiirlich die diskrete Transformation von zeitdis-
kreten Signalen im Vordergrund. Die Herleitung einer schnellen diskreten Wa-
velettransformation, die sogar schneller als die schnelle diskrete Fouriertransfor-
mation ist, erlaubt den praktischen Einsatz der Wavelettransformation. Theo-
retischer Hintergrund ist die Erzeugung einer Folge aufsteigender Unterrdume,
der Multiskalenanalyse. Dies ist der Gegenstand von Kapitel 4. Wer sich von
der Einfachheit der Algorithmen iiberzeugen will, sollte sich Abschnitt 4.3 vor-
nehmen. Eine gezielte Anwendung der Wavelettransformation erfordert wegen
der Vielfalt der Wavelets allerdings einen Einblick in deren Hintergriinde.
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In Kapitel 5 widmen wir uns einer Anwendung der diskreten Wavelettrans-
formation im Bereich der digitalen Audiosignalverarbeitung: der Rauschunter-
driickung bei verrauschten Audiosignalen. Hierbei wird die Eigenschaft von
Wavelettransformationen ausgenutzt, dafl die Information einer groflen Klas-
se von Signalen in einer kleinen Anzahl von Waveletkoeffizienten konzentriert
wird. Dies fithrt auf eine amplitudenbasierte Trennung der Rauschkomponenten
vom eigentlichen Signal, welche mit herkémmlichen Methoden der Fourierana-
lysis nicht moglich ist. Aus dhnlichen Griinden findet die Wavelettransformation
auch Anwendung in der Kompression von und Singularitdtserkennung in Au-
diosignalen.

Die in Kapitel 4 behandelten diskreten Wavelettransformationen haben eine
wichtige Verbindung zur wesentlich &dlteren und weiterentwickelten Theorie der
Filterbanke. Erst als erkannt wurde, wie die diskrete Wavelettheorie als Spe-
zialfall der Filterbanktheorie aufgefait werden kann, kam es zu der stiirmischen
Entwicklung in Forschung und Anwendung der Wavelets in den letzten 16 Jah-
ren. In Kapitel 6 behandeln wir daher die Theorie der Filterbénke, beschranken
uns dabei aber auf eine kleine Klasse von Filterbédnken. Dennoch werden schon
anhand dieser kleinen Klasse die wesentlichen Ideen der Filterbanktheorie deut-
lich, bei der ein Signal in eine Menge von Subbandsignalen zerlegt wird, die
bestimmte Aspekte des Originalsignals deutlicher hervortreten lassen oder sich
besser zur weiteren Verarbeitung eignen. Wir haben Kapitel 6 bewuflt relativ
unabhéngig von den restlichen Kapiteln dieses Skriptes gehalten, so daf} es auch
separat als Einfithrung in die Theorie der Filterbédnke verwendet werden kann.

Kapitel 7 stellt dann die Verbindung zwischen der diskreten Wavelettheorie
und der Theorie der Filterbéanke her. Aus dieser Perspektive heraus entwickeln
wir Konstruktionsverfahren von Multiskalenanalysen und damit auch von Wa-
velets. Als Beispiel behandeln wir die Konstruktion der Daubechies-Wavelets,
der vielleicht bekanntesten Familie von Wavelets. Wir finden damit iiber die
Theorie der Filterbénke den Weg zuriick zur Wavelettheorie und hiermit schlief3t
sich der Kreis der Vorlesung.

Dieses Skript zur Vorlesung im Sommersemester 2001 ist eine leicht modifizierte
Form des Skriptes zur Vorlesung Audiosignalverarbeitung II vom Winterseme-
ster 1998/1999. Es werden einige Grundlagen der digitalen Audiosignalverar-
beitung - u.a. Filter, Faltung, Fouriertransformation, z-Transformation, Ab-
tasttheorem - vorausgesetzt, die z. B. im Skript der Vorlesung Audiosignalver-
arbeitung I vom Sommersemester 1998 zu finden sind. Um das Skript moglichst
unabhéngig zu gestalten, wurden in Kapitel 1 die benotigten mathematischen
Grundlagen, Definitionen und Sétze ohne Beweis zusammengefafit. Obwohl die-
se Vorlesung keine Mathematikvorlesung sein soll, wurden viele Beweise durch-
gefiihrt, da sie fiir ein tieferes Verstdndnis des behandelten Stoffes unentbehrlich
sind. An den Stellen, wo Beweise ausgelassen sind, findet man detaillierte Li-
terarturhinweise. Besonders viel Wert wurde auf die Interpretation und eine
anschauliche Darstellung der erhaltenen Resultate gelegt. Die zahlreichen Ab-
bildungen sind daher nicht nur Schmuckwerk, sondern sollen ausgehend von den
Beschreibungen der auftauchenden Phénomene zu weiteren Diskussionen und
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selbstéindigen Experimentieren anregen. Hierfiir sei das Softwarepaket MATLAB
empfohlen, das auf die Bediirfnisse der digitalen Signalverarbeitung zugeschnit-
ten ist und mit dem die meisten Abbildungen dieses Skriptes entworfen wurden.
Fiir weitere Literaturhinweise verweisen wir auf das Literaturverzeichnis.
Hier gehen wir ausfiihrlich auf die fiir das Skript verwendeten Quellen ein, was
eine nahtlose Fortfithrung fiir weitere, selbststéindige Studien in der Audiosi-
gnalverarbeitung erméglichen soll.

Kapitel 1
M athematische Grundlagen
Kapitel 2 Kapitel 6
WFT Filterbanktheorie
Kapitel 3 Kapitel 7
CWT Wavelets und FB
Kapitel 4
MRA und DWT
Kapitel 5

Anwendungen der DWT

xiii
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Kapitel 1

Mathematische Grundlagen

1.1 Funktionenridume

1.1.1 Integrierbarkeit

Das Riemann-Integral einer Funktion f auf einem beschriankten Intervall [a, b]
ist der Grenzwert der Riemann-Summen:

b N—-1
/a f(x)dx = iiino kzo f(zr)(arp1 — ap).

Hierbei ist a = ag < a1 < ... < ay_1 < ay = b eine beliebige Unterteilung,
xy, € [ak,ap41] ein beliebiger Punkt aus dem k-ten Teilintervall der Untertei-
lung, und A := max{|ag+1 —ax| : 0 < k < N} heifit die Schrittweite der
Partition. Fiir A — 0 folgt notwendig N — oco. Eine Funktion heifit Riemann-
integrierbar, falls dieser Grenzwert existiert und unabhéngig ist von der spezi-
ellen Wahl der Unterteilung und der Auswertpunkte x; aus den Teilintervallen.

y

T

Abbildung 1.1: Das Riemann-Integral: Unterteilung des Definitionsbereichs in
Teilintervalle.

Zwar sind die meisten der iiblichen Funktionen Riemann-integrierbar (z. B. die
auf dem Intervall [a, b] beschrénkten und fast iiberall stetigen Funktionen), den-
noch reicht das Konzept der Riemann-Integration nicht aus. Bei der Riemann-
Integration gibt es Folgen integrierbarer Funktionen, deren Grenzwerte nicht
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integrierbar sind. Mit anderen Worten ist Riemann-Integration beim Studium
von Grenzverhalten kein geeignetes Hilfmittel.

Deshalb geht man iiber zur Lebesgue-Integration, die unter Grenzprozessen we-
sentlich stabiler ist. Das Riemann-Integral unterteilt den Definitionsbereich
von f in kleine Teilintervalle [ak, ag41] und wihlt einen beliebigen Repriisentan-
ten f(zy) fiir den Wertebereich von f iiber [ag, ax+1]. Im Gegensatz hierzu wird
bei der Lebesgue-Integration der Wertebereich in kleine Intervalle zerlegt, und
fiir jedes solche Intervall I bestimmt man die Menge D aus dem Definitionsbe-
reich der Funktion f, so da8 fiir jedes x € Dy der Wert f(x) in diesem Intervall
liegt. Man bestimmt dann das Maf} p(Dy) von jeder Menge Dy, das heifit die
,Grofe” dieser Mengen. Darunter kann man sich so etwas wie die Intervalldnge
vorstellen. Allerdings sind die Mengen D; im allgemeinen keine Intervalle, son-
dern duflerst komplizierte Mengen, deren Mafibestimmung, wenn iiberhaupt
moglich, ein schwieriges Problem ist. Dies ist Inhalt der sogenannten Maftheo-
rie, bei der unter anderem definiert wird, was mefibare Mengen sind und wie
man diesen Mengen ein Mafl zuordnen kann. Funktionen f, bei denen beliebige
Mengen D; mefbar sind, nennt man dann mefbare Funktionen. Diese Eigen-
schaft ist Grundvoraussetzung fiir die Definition der Lebesgue-Integrierbarkeit.
Analog zum Riemann-Integral betrachtet man die Summe iiber die Intervalle I
der Unterteilung des Wertebereiches

Y. flnuDn)

Intervalle I

mit einem beliebigen z; € Dy, wobei zunéichst nur positive Funktionen f zuge-
lassen werden. Eine positive Funktion f heifit dann Lebesgue-integrierbar, falls
der Grenzwert solcher Summen bei immer feineren Unterteilungen des Werte-
bereiches existiert und unabhéngig von der speziellen Wahl der Unterteilung
ist.

i I
DI DI X

Abbildung 1.2: Das Lebesgue-Integral: Unterteilung des Wertebereiches in Teil-
intervalle.

Eine beliebige mefibare Funktion f heifit dann Lebesgue-integrierbar, wenn |f]|
Lebesgue-integrierbar ist. Den Raum dieser Funktionen bezeichnet man als Le-
besgueschen Raum L!([a,b]) oder L!(R). Allgemeinere Lebesgue-Riume defi-
nieren wir im néchsten Abschnitt.



1.1.2 Lebesguesche Riume

Die (Lebesgueschen) LP-Normen ||, fiir 1 < p < oo sind fiir meBbare Funktio-
nen f definiert durch

Ifl, = /R F@OPd fir 1<p<oo
[l = ess suplf(0)] = int{a > Olu{o :[f(2)] > a}) = 0.

Man definiert dann die Lebesgueschen Réume LP(R) durch
LP(R) :=={f:R — C| f meBbar und |f|, < oo}.

Genau genommen besteht LP(R) aus Aquivalenzklassen von Funktionen: zwei
Funktionen f,g € LP(R) werden als gleich angesehen, wenn |f — g|, = 0. Er-
setzt man in den obigen Definitionen R durch das Intervall [a, b], ergeben sich
die Lebesgue-Raume LP([a,b]) in dhnlicher Weise. Diese Rdume koénnen auch
als Rdume periodischer Funktionen mit der Periode b — a interpretiert werden.
Erginzendes zu den LP-Réumen findet sich in der Literatur, beispielsweise in
Folland: Real Analysis oder im dtv-Atlas Mathematik I1.

Jede LP-Norm induziert die invariante Metrik dist,(z,y) = |« — y|p. Fiir jedes p
ist der metrische Raum (LP, dist,) vollstéindig. Insbesondere ist L? ein Hilbert-
Raum, wobei das innere Produkt (oder auch Skalarprodukt) definiert ist durch

(flg) = /R f(t)g(t)dt.

Bemerkung 1.1.1 Auf den ersten Blick scheinen die LP-Réume im Rahmen
der Signalverarbeitung ziemlich ungeeignet zu sein. Macht es Sinn von einem
Signal f € LP(R) zu sprechen, wobei die Funktionen in LP(R) doch nur bis auf
eine Nullmenge definiert und somit zum Beispiel die Abtastung eines LP(R)-
Signals iiberhaupt nicht definiert werden kann? Warum beschrinkt man sich
also zum Beispiel nicht auf den Raum der stetigen Funktionen als Grundraum
fiir zeitkontinuierliche Signale? Die Antwort hierauf ist typisch fiir die Mathema-
tik. Die LP-Raume und insbesondere der L?-Raum mit seinem Skalarprodukt
haben eine starke innere Struktur, die erst den Beweis von mathematischen
Sachverhalten ermdglichen. Der L?-Raum ist aus vielen Griinden beliebt:

(1) Die Norm ist durch | f|? = (f|f) direkt mit dem Skalarprodukt verbun-
den. Es gilt die Schwarzsche Ungleichung

[(fla)! < 1£ 1l

die fiir viele Abschétzungen ein unentbehrliches mathematisches Hilfsmit-
tel ist.



(2) Durch das Skalarprodukt lassen sich Winkel und Orthogonalitéit definie-
ren. Dies erst ermoglicht es, orthogonale Unterrdume zu betrachten. Die
Projektionen lassen sich sehr einfach mit Hilfe des Skalarproduktes ange-
ben.

(3) Ein besonders wichtiges Hilfsmittel in der Signaltheorie ist die Fourier-
transformation. Diese kann (wenn auch mit einiger Miihe) auf dem L?(R)
definiert werden, und liefert dort eine Abbildung, die sowohl die Norm als
auch das Skalarprodukt respektiert. Das ist die Parsevalsche Gleichung:

1/1=1/1 uwnd (flg) = (f13)

fiir f,g € L?(R). Diese Eigenschaften stellen sich bei der Frequenzanalyse
von Signalen als &uflerst hilfreich heraus.

Der Ubergang zu den LP-Réumen hat ihre Begriindung also insbesondere in
der Fiille von mathematischen Hilfsmittel, die in diesen R&umen zur Verfligung
gestellt werden. Den Preis, den man hierfiir bezahlt, ist der Ubergang zu einer
Funktionenklasse, die signaltheoretisch wenig sinnvoll zu seien scheint. Erst un-
ter geeigneten Zusatzbedingungen an unsere Signale ist eine Riickiibersetzung
in signaltheoretisch sinnvolle Funktionenrdume moglich (z. B. stetige Funktio-
nen), bei der dann zum Beispiel aus der LP-Gleichheit die punktweise Gleichheit
folgt.

Ersetzt man in obigen Definitionen R durch Z, so ergeben sich die Folgenrdume
¢P(Z). Dabei gehen (unter Benutzung des ZdhlmaBes auf Z) die Integrale in
Summen iiber. Man kann also die Folgenrdume ¢P(Z) als Spezialfall der Lebes-
gueschen Réume auffassen. Die Definitionen sind wie folgt, wobei x eine Folge
bezeichne:

1
oo P
lzl, = ( Z \x(n)\p> fir 1<p<oo,

|zloo = suplz(n)],
nez
PZ) = {2:Z—-C | |z|p < oo}

Die quadratisch-summierbaren Folgen bilden den Hilbertraum (?(Z) mit dem

inneren Produkt L
(ly) == x(n)y(n).
nez
Im folgenden werden wir die Notation |-| und (-|-) verwenden, ohne dabei die
Norm in LP oder P oder das innere Produkt in L? oder ¢2 durch Indizierung
hervorzuheben, sofern der jeweilige Raum aus dem Zusammenhang klar hervor-
geht.

Bemerkung 1.1.2 Man kann auch allgemein Folgenrdume ¢P(I) fiir beliebige
Indexmengen I definieren. Da die Indexmenge I dann auch {iberabzéhlbar sein
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kann, mufl der (unendliche) Summationsbegriff geeignet verallgemeinert wer-
den. Dann kann ¢P(I) analog zu oben definiert werden. Uns interessieren jedoch
im folgenden nur die (abzéhlbaren) Féllel =Z,I=Nund I=[1: N],N € N.

1.1.3 Frames, Basen, Orthogonalitit

Ist H ein Hilbert-Raum und I eine geeignete Indexmenge, so nennt man ein
System {¢,, : n € I} C H eine Orthonormalbasis oder ON-Basis von H, falls
folgende Bedingungen erfiillt sind:

e Orthogonalitit: Aus n,m € I und n # m folgt (¢n|Ppm) = 0;
o Normierung: Fir alle n € I gilt |¢,| = 1;

o Volistandigkeit: Aus f € H und (f|¢,) = 0 fiir alle n € I folgt f = 0.

Ist {¢n, : n € I} eine Orthonormalbasis, so kénnen wir die Norm einer Funk-
tion f aus den Skalarprodukten mit den Funktionen ¢, nach der Formel von

Parseval berechnen:
LA =D 1{flon)]>.

nel

Weiterhin hat die Funktion f die Entwicklung (man kénnte diese Entwicklung
auch als verallgemeinerte Fourierentwicklung bezeichnen):

F=> (flén)én.

nel

Zudem definiert die Abbildung

H— (1), f (flon))ner

einen Isomorphismus von Hilbertrdumen, eine sogenannte unitire Transforma-
tion. Unitdre Transformationen erhalten Winkel und Léngen.

Uns interessiert insbesondere der Fall I = Z, der zum Beispiel fiir H = L([0, 1])
relevant ist, und der Fall I = [1 : N], N € N, der zum Beispiel fiir H = C mit
Standardskalarprodukt zutrifft.

Orthogonalitét impliziert lineare Unabhingigkeit. Es kann aber erwiinscht sein,
ein System {¢,, : n € I} zu konstruieren, das weder orthogonal noch linear un-
abhingig ist, aber dennoch zur Approximation von Funktionen dienen kann.
Eine wichtige Eigenschaft ist die, daf§ die Vergleichbarkeit von |f| mit der
Quadratsumme der Skalarprodukte erhalten bleibt. Wir nennen ein Funktio-
nensystem {¢,, : n € I} einen Frame, falls es zwei Konstante A und B gibt mit
0 < A< B <, so daB fiir jedes f € H gilt:

AIFIP <Y [(flga)l? < BISFIP.

nel



A und B heiflen dann die Frame-Schranken. Im Falle A = B spricht man von
einem bindigen Frame (tight frame). Eine Orthonormalbasis ist ein biindiger
Frame mit A = B = 1, aber nicht jeder biindige Frame mit solchen Schranken ist
eine Orthonormalbasis. Ist das System {¢, : n € I} ein Frame und gleichzeitig
linear unabhéngig, so sprechen wir von einer Riesz-Basis.

1.2 Fourier-Analyse

Die Fouriertransformation ist ein mathematisches Prisma, welches eine Funkti-
on f in die bestehenden Frequenzen aufbricht, genauso wie ein Prisma das Licht
in die einzelnen Farbkomponenten aufbricht. Sie transformiert eine Funktion f,
abhéngig von der Zeit, in eine neue Funktion f , abhéngig von der Frequenz.
Diese neue Funktion heif3t Fouriertransformierte von f - oder, wenn f eine
periodische Funktion ist, Fourierreihe.

Eine Funktion und ihre Fouriertransformation spiegeln zwei Seiten derselben
Information wider. Die Funktion selbst zeigt die Zeitinformation und versteckt
die Frequenzinformation. Die Fouriertransformierte zeigt die Frequenzinforma-
tion, aber die Zeitinformation ist verschliisselt in der Phase (Verschiebung der
Grundfrequenzen) und in den Amplituden der einzelnen Frequenzen. Anschau-
lich gibt die Fouriertransformation von Musik an, welche Noten (Frequenzen)
gespielt werden, aber der Zeitpunkt, zu dem diese Noten gespielt werden, ist
nicht direkt erkennbar.

1.2.1 Fourierreihen

Ein Signal f € L%([0,1]) kann durch periodische Fortsetzung als 1-periodisches
Signal R — C aufgefafit werden, dessen Einschrinkung auf das Intervall [0, 1]
eine quadrat-integrierbare Funktion ist. Mit dieser Identifikation kann man die
Theorie des Hilbertraumes H = L?([0,1]) auf solche 1-periodischen Signale
anwenden. Kin Hilbertraum H besitzt im allgemeinen unendlich viele Ortho-
normalbasen. Im Hilbertraum H = L2([0,1]) sind zwei Basen besonders aus-
gezeichnet und bekannt. Den Beweis des folgenden Satzes findet man in den
meisten einfiihrenden Biichern {iber Funktionalanalysis:

Satz 1.2.1 Der Hilbertraum L?([0,1]) besitzt (u. a.) folgende zwei ON-Basen:

(1) {1,v2cos(27kt),/2sin(27kt)|k € N}
(2) {e*™*t|k € Z}.

Aufgrund dieses Satzes ist jedes f € L%(]0,1]) darstellbar als Fourierreihe
Ft) = a0+ V2 apcos(2mkt) + V2 Y by sin(2mkt).
k=1 k=1
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Die Fourierkoeffizienten ergeben sich aus den Skalarprodukten der Funktion f
mit den Basisfunktionen des ON-Systems:

1
w = (= [ s
1
ar = <f|\/§cos(27rkt)>:\/§/0 f(t) cos(2mkt)dt
1
b, = (f|V2sin(2rkt))f = V2 /0 f(t) sin(27kt)dt

Die Fourierkoeffizienten a1, as,as, ... driicken aus, mit welcher Intensitéit die
Funktionen cos(27t), cos(2m2t), cos(2m3t), ... (d.h. Cosinusfunktionen der Fre-
quenz 1 Hertz, 2 Hertz, 3 Hertz, ...) in f ,enthalten“ sind. Analog fiir die
Koeffizienten b1, bo, bs, . . .. Eine Fourierreihe beriicksichtigt nur ganze Vielfache
der Grundfrequenz.

Wir betrachtet nun anstelle obigen Systems die Orthonormalbasis {e2™™*t : k €
Z} von L?([0,1]). (Erinnerung: €™ = cos(2rkt) +i sin(27kt).) Fiir eine Funk-
tion f € L?([0, 1]) ergibt sich dann die Fourierreihe (in komplexer Schreibweise)
durch die Reihe

f(t): Z Ck627rikt

k=—o00

mit den Fourierkoeffizienten
Cr = <f‘62mkt> — / f(t)e27riktdt = / f(t)e_katdt.
0 0

Warnung: Die Gleichheit in den Fourierreihendarstellungen ist die Gleichheit
im L2-Sinne, d. h. Gleichheit fast iiberall oder Gleichheit bis auf eine Nullmenge.
Unter Zusatzvoraussetzungen an f gilt auch die punktweise Gleichheit, z. B. falls
f stetig differenzierbar ist. In diesem Fall konvergiert die Fourierreihe sogar
gleichméBig auf [0, 1] gegen f.

Der folgende Satz besagt, da man den L?([0,1]) iiber die Fourierkoeffizien-
ten mit dem ¢?(Z) identifizieren kann. Dies ist ein Spezialfall der allgemeinen
Theorie der Hilbertrdume und ON-Systeme (Parsevalsche Gleichung).

Satz 1.2.2 Die Funktion
f f=f1e™ ) hez,

die jedem f € L?([0,1]) die Folge seiner Fourierkoeffizienten zuordnet, ist ein
Hilbertraumisomorphismus

L*([0,1)) — ¢*(2).
Insbesondere gilt fiir f,g € L*([0,1])

(f19) r20.1)) = (Fla)i2(z)-



Jede Funktion f € L?([0,1]) definiert also iiber die Folge ihrer Fourierkoeffizi-
enten ein Folge in ¢?(Z), und umgekehrt definiert jede Folge (ci)rez € £2(Z)

durch ‘
f(t) — Z cke27rzkt

k€EZ

eine Funktion in f € L?([0,1]). Wir betonen noch einmal, da8 obige Fourier-
reihe nur im Sinne einer L?-Konvergenz gegen die Funktion f konvergiert. Das
bedeutet zum Beispiel, daf} die Reihe fiir gewisse ¢ divergieren kann, obwohl im
L?-Sinne immer noch Konvergenz vorliegt. Wieder unter Zusatzvoraussetzun-
gen, diesmal an die Folgen, erhélt man eine stdrke Konvergenzaussage. Beachte
im folgenden Satz, da8 ¢1(Z) C (%(Z) gilt.

Satz 1.2.3 Fliir (cx)rez € (1(Z) ist die durch

f(t) — Z cke27rikt

keZ

definierte Funktion f € L*([0,1]) stetig. Weiterhin hat man nicht nur L*-
Konvergenz der Reihe gegen f, sondern auch punktweise Konvergenz fiir jedes
t €[0,1].

1.2.2 Fourierintegrale, Fouriertransformation

Wir haben gesehen, daf sich eine Funktion in L?([0, 1]) und damit die durch pe-
riodische Fortsetzung 1-periodische Funktion durch ihre Fourierreihe als Uber-
lagerung ganzzahliger Frequenzen schreiben 148t. Ist eine Funktion f nicht peri-
odisch, f&llt aber fiir Werte gegen Unendlich hinreichend schnell gegen Null (so
dafl das Integral endlich und damit f € L!(R) gilt), ist es immer noch moglich,
diese Funktion als Uberlagerung der Grundfrequenzen e?™* darzustellen, also
f in Bezug auf seine Frequenzen zu analysieren. Allerdings miissen dann die
,Koeffizienten“ aller moglichen Frequenzen w € R (nicht nur die Frequenzen
k € Z) bestimmt werden, um die Fourierdarstellung von f zu erhalten.

Das Fourierintegral oder die Fouriertransformation einer Funktion f € L'(R)
ist definiert durch

fo = [ swe

Da der Betrag der Exponentialfunktion e =27 beziiglich ¢ beschrinkt ist, kon-
vergiert dieses Integral absolut fiir jedes f € L'(R) und w € R. Es gilt der
folgende Satz, dessen Beweis man z. B. im Buch von [Folland] findet.

Satz 1.2.4 Die Fouriertransformierte f 2u f € LY(R) ist wohldefiniert, stetig,
und es gilt f(w) — 0 fir |w| — oo.

Wegen der Existenz von inneren Produkten in Hilbertrdumen und der damit
verbundenen Hilfsmittel, definiert man nun auch eine Fouriertransformation auf
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L*(R). Dies geht jedoch nicht so offensichtlich, da fiir Funktionen f € L?*(R)
das obige Integral im allgemeinen nicht mehr existiert. Das mathematische Ar-
gument geht wie folgt: Die absolut integrierbaren Funktionen in L!'(R) N L%(R)
liegen dicht in L?(R), und man kann zeigen, da die Fouriertransformation
f — f die L®:-Norm fiir Funktionen f € L'(R) N L2(R) invariant 1i8t. Nach
dem Satz von Hahn-Banach existiert deshalb eine eindeutige stetige Fortset-
zung f — f auf ganz L?(R). Der Einfachheit halber schreiben wir im folgenden
auch fiir L?(R)-Funktionen obiges Integral. Der Satz von Plancherel zeigt, daf
das Fourier-Integral eine unitéire Transformation ist.

Satz 1.2.5 (Plancherel) Die Fouriertransformation f +— f definiert eine
unitire Transformation auf LQ(R).A Fir f € L*(R) gilt also f € L*(R) und
Ifl = | f]. Weiterhin gilt {f|g) = (f|§) fiir je zwei Funktionen f,g € L*(R).

In folgendem Satz stellen wir einige Rechenregeln fiir die Fouriertransformation
zusammen, deren Beweise man z. B. im Buch von [Folland] finden kann.

Satz 1.2.6 (1) Es sei f € L*(R) und tg € R. Dann ist die Translation von
f um to definiert durch fy,(t) := f(t —to). Es gilt

Jio(€) = e 2780 f(g).

(2) Es sei f € L*(R) und wy € R. Dann ist die Modulation von f um wy
definiert durch f«o(t) := e=27wol £(t). Es gilt

F0 () = J(& + wo).
(3) Es sei f € L*>(R) differenzierbar mit f' € L*(R) . Dann gilt
1) = 2mig f(€).

(4) Es sei f € L*(R) mit differenzierbarer Fouriertransformierten f. Dann
gilt

A~

F1(&) = —2micf(©).

(5) Es sei f € L2(R) und s € R\ {0}. Dann ist die um den Faktor s skalierte
Funktion t — f(t/s) ebenfalls in L*>(R). Es gilt

FENE) = sf(€s).

Man kann zeigen, daf8 die Inverse der Fouriertransformation fiir ein g € L?(R)
definiert ist durch das Integral

a© = [ gy,
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Es gilt also ( Y = f = (f)*. Weiterhin sicht man sofort die Identitit f(¢) =

f(=€). Schreibt man die Gleichung f = (f)V aus, erhiilt man
ft) = / 0562’Ti€td§ mit ce = f(f)

Hiermit hat man eine Fourierdarstellung der Funktion f € L?(R) analog zu den
Fourierreihen fiir Funktionen f € L?([0,1]). Dabei entsprechen die ¢ = f(&)

A

den Fourierkoeffizienten ¢, = f(k) der Fourierreihen.

1.2.3 Fouriertransformation von Folgen

In Unterabschnitt 1.2.1 iiber die Fourierreihen haben wir fiir jede Folge (ck)kez

in /2(Z) durch
f(t) — Z Cke27rikt
keZ

eine Funktion in f € L2(R) definiert. Dabei ist der k-te Fourierkoeffizient, f(k) =
(f|e2™*t) dieser Funktion f wiederum cy.

In der Literatur findet man h#ufig den Begriff der Fouriertransformierten z
einer Folge = € (*(Z) definiert durch

z(&) == Z zpe 2TRE,

k=—o00

Diese ist also bis auf ein Vorzeichen nichts anderes als die Rekonstruktion ei-
ner Funktion f € L?([0,1]) aus der Folge seiner Fourierkoeffizienten. Fiir die
Eigenschaften der Fouriertransformation fiir Folgen kénnen wir also auf den
Unterabschnitt 1.2.1 verweisen.

Abschlielend wollen wir bemerken, dafl man die Fouriertransformierte einer
Folge als die Einschrinkung der z-Transformierten dieser Folge auf den Ein-
heitskreis ansehen kann.

1.2.4 Diskrete Fouriertransformation
Wir wenden uns nun dem diskreten Fall endlicher Folgen zu. Es sei N € N und
Qn = e 2™/N_ Fiir den Vektor v := (vo,v1,...,uny_1)T € CN definieren wir

die diskrete Fouriertransformierte oder DFT als den Vektor © € CV, der durch
folgende Formel gegeben ist:

N-1
. 1 —2mijk/N
Vg 1= —— vie " , k=0,1,...,N —1.
k /—N ]ZO 7
In Matrixform schreibt sich dies als

1 ki
o= — (o) .
v \/N< N ogk,j<NU
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Die Identitiit e 2m(N=k)/N — o=2mij(=k)/N 6iot daB groBe positive Frequenzen
(die zu j(N — k)) von kleinen negativen Frequenzen (die zu —jk) nicht zu un-
terscheiden sind. Dieses Phénomen nennt man auch Aliasing (Mehrdeutigkeit).

Es gibt schnelle Algorithmen (die schnelle Fouriertransformation oder FFT),
welche die DFT eines n-dimensionalen Vektors mit Aufwand O(N log N) be-
rechnet. Die Idee der FFT wurde schon von Carl Friedrich Gauss um 1805 for-
muliert, und wurde im Jahr 1965 von James Cooley und John Tukey wiederent-
deckt, um dann als effiziente Algorithmen auf Digitalrechnern ihren Siegeszug
anzutreten. Wir verweisen fiir eine ausfiihrliche Darstellung dieser Algorithmen
auf das Buch ,Fast Fourier Transforms“ BI, 1993 von [Clausen/Baum].

Wir wollen im folgenden kurz darauf eingehen, wie sich die DFT und damit auch
die FFT zur (approximativen) Berechnung von Fourierkoeffizienten einsetzen
1a8t. Wir approximieren die Fourierkoeffizienten ¢; der Fourierreihe

[e.e]

1
f(t) = E CkeZﬂ_ikt mlt Ck — / f(t)e—zﬂ'lktdt
0

k=—o0

einer Funktion f € L?([0,1]) durch eine Riemann-Summe beziiglich #quidistan-
ter Aufteilung des Intervalles [0,1] in N Stiicke. Das Ergebnis bezeichnen wir
mit . Damit gilt fiir k € Z

1 N-1 ]
_ L J\ —2rijk/N
Ve = N z;) f <N> e v .
J:

Wegen der Identitét e 2mk/N = ¢=2mij(k+N)/N jst die Zuordnung
Z—C, ke

N-periodisch (dies ist der oben angesprochene Aliasing-Effekt). Also ist die
gesamte Information der Folge (yx)kez in dem Vektor

r:= (707’}/17 s 7’7N—1)T

enthalten. Die Berechnung von I' ist aber nichts anderes als die DF'T angewendet
auf den Vektor v := (vg, v1,...,ony—1)7 € CY mit v; := ﬁf(%)

1.3 Faltung

Die Faltung ist eine Art Multiplikation von zwei Funktionen. Hangen diese Funk-
tionen von einer reellen Variablen ab, so wird sie {iber ein Integral realisiert. Sind
die Funktionen nur iiber den ganzen Zahlen definiert, sind sie z. B. abgetastete
Signale, so ist die Faltung als (moglicherweise) unendliche Reihe gegeben. Die
Faltung spielt bei der Beschreibung von Filtern eine wichtige Rolle und ist da-
mit in der Signalverarbeitung ein unentbehrliches mathematisches Hilfsmittel.
Wir wollen daher im folgenden Unterabschnitt kurz auf diesen Zusammenhang
eingehen, bevor wir auf die mathematischen Fakten der Faltung eingehen.
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1.3.1 LTI-Systeme

Ein System T : E — A transformiert (verarbeitet) ein Eingangssignal x € E in
ein Ausgangssignal y € A. Dabei bezeichnen E bzw. A geeignete Signalrdume.

xr — | System T|— y.

Ein lineares System ist eine lineare Transformation T : F — A zwischen linearen
Signalrdumen £ und A.

FEin Signalraum F ist ein Teilraum vom Raum der zeitabhéingigen Funktionen
R — C (zeitkontinuierliche Signale) oder Z — C (zeitdiskrete Signale). Wir
betrachten im folgenden nur zeitdiskrete Signale. Der Signalraum F ist dann
nach Definition zeitinvariant unter Zeitshifts g.d.w. Vo € E und Vk € Z gilt:
zF € E, wobei 2F(t) := x(t — k), t € Z.

Definition 1.3.1 FEin LTI-System T : E — A ist ein lineares System T zwi-
schen unter Zeitshifts invarianten Signalrdumen E und A, so daf$ fiir allex € E
und k € Z gilt

Es gilt nun der folgende fundamentale Satz, der den Zusammenhang von LTI-
Systemen und Faltungen herstellt. Wir verweisen fiir einen Beweis auf das Skript
der ASVI-Vorlesung.

Satz 1.3.2 (BIBO-stabile LTI-Systeme) FEin System T : {>°(Z) — (>(Z)
ist genau dann ein (stetiges) LTI-System, wenn die Impulsantwort h := T|d]
in (*(Z) liegt, wobei § den Einheitsimpuls definiert durch 6(n) = dpn,n € Z
bezeichne. In diesem Fall ist T der zu h gehorige Faltungsoperator

Tlx] =hxa:= (Z h(k)x(n — k)) :
nez

keZ

1.3.2 Faltung von Folgen

Sind z,y: Z — C Folgen (oder diskrete Signale), so heifit

(5 y)(n) = 3 w(k)y(n — k)
keZ
die Faltung von x und y an der Stelle n € Z. Die Existenz von Faltungssummen
ist im allgemeinen nicht gew#hrt. Ein wichtiger Begriff im Zusammenhang mit
der Existenz von Faltungen ist der Begriff der konjugierten Ezponenten: Zwei

Zahlen p, q € [1, 00] heiflen konjugierte Exponenten, wenn
1 1
Sy =1
P 4q

gilt, wobei wir é := 0 setzen. Man beachte den Sonderfall p = g = 2. Es gelten
die folgenden Existenzaussagen und Eigenschaften der Faltung:
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Satz 1.3.3 Es seien 1 < p,q < oco. Dann gilt:

(1) Seien x,y,z : Z — C Folgen, so daf alle in Frage stehenden Faltungssum-
men existieren. Dann qilt x x (y +2) = x*xy+x*z, x*xy = y*x und
(x*xy)*z=uxx(y=xz). Weiterhin gilt (A\x) xy = x * (A\y) = XNz *y) fir
beliebige A € C.

(2) (Young Ungleichung) ' x P C (P. Genauer gilt fir x € (1(Z), y € (P(Z)
stets x xy € (P(Z) und

lz s ylp < lzfs - [yl
(3) Sind p und q konjugierte Exponenten, so gilt fiir x € P und y € ¢1:

z-yelt und lz -yl < |zlp - lylq
zxy el und |z *xyleo < |z|p- |ylg-

(4) Fiir x € tP(Z) und y € £>°(Z) liegt = -y in (P(Z) und
[z ylp < llp - |yl

Aus (1) und (2) des Satzes folgt zum Beispiel, da die Faltung mit = € ¢1(Z)
einen stetigen, linearen Operator ¢P(Z) — (P(Z) definiert.

Es seien x und y zwei Folgen endlicher Lénge, d. h. z(t) = 0 mit Ausnahme von
a <t <bund y(t) = 0 mit Ausnahme von ¢ < t < d fiir gewisse a,b,c,d €
Z. Wir bezeichnen die Intervalle [a,b] bzw. [c,d] auch als Trdgerintervalle der
Folgen = bzw. y. Man tiberlegt sich leicht, dafl die Folge x * 3 ebenfalls endliche
Lénge hat mit dem Trégerintervall [a + ¢,d + b]. Die Lénge der Folge z * y ist
die Summe der Léngen von x und y.

1.3.3 Faltungsfilter

Der folgende Satz besagt, dal die Faltung zweier Folgen unter der Fouriertrans-
formation von Folgen in die punktweise Multiplikation der Fouriertransformier-
ten iibergeht.

Satz 1.3.4 Seien h,g € (*(Z), dann gilt

— ~

hxg=h-g.

Diese Gleichheit gilt wieder im L2-Sinne. Diese impliziert h/\*g(ﬁ) = h(€)j(¢)
fiir fast alle € € [0, 1].

Faltung mit h bedeutet also die Abdnderung der Frequenzinformation ¢ des
Eingangssignals g durch eine punktweise Multiplikation mit der Fouriertrans-
formierten h des Filters h. Je nach der Gestalt von h unterscheidet man T ief-,
Hoch- und Bandpaffilter.
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1.3.4 Faltung auf der reellen Achse

Die Faltung von kontinuierlichen Funktionen wird vollig analog wie im Fall von
Folgen definiert. Es gelten analoge Aussagen. Dies ist kein Zufall, da die Fal-
tung abstrakt fiir sogenannte lokalkompakte Gruppen G mit Haar-Maf definiert
werden kann. Die Faltung auf der reellen Achse (G = R) und die Faltung von
Folgen (G = Z) stellen sich dann als Spezialfall dieser allgemeineren Faltung
heraus.

Wir fassen die Definitionen und Sétze der Faltung von Folgen zusammen. Sind
f,9: R — C kontinuierliche Funktionen (oder kontinuierliche Signale), so heifit

(re90 = [ T f()a(t — s)ds

die Faltung von f und g an der Stelle ¢t € R. Es gelten die folgenden Existenz-
aussagen und Eigenschaften der Faltung:

Satz 1.3.5 Es seien 1 < p,q < oco. Dann gilt:

(1) Seien f,g,h : R — C, so daf alle in Frage stehenden Faltungsintegrale
existieren. Dann gilt f* (9+ h) = fxg+ fxh, fxg = g=* f und
(fxg)xh=fx(gxh). Weiterhin gilt (A\f) * g = f * (A\g) = A(x * g) fir
beliebige \ € C.

(2) (Young Ungleichung) L**LP C LP. Genauer gilt fir f € L'(R), g € LP(R)
stets fx g € LP(R) und

I+ gl < 171 - lglp-

(3) Sind p und q konjugierte Exponenten, so gilt fir f € LP und g € L4:

frgell und [f-gli<Iflp-lgly
frge L™ und [f*gle <|flp-lglq-

(4) Fir f € LP(R) und g € L*°(R) liegt f - g in LP(R) und

1 -9lp < 1flp - l9loo-

Fiir die Beweise verweisen wir auf das Buch von Folland. Besonders wichtig
ist der folgende Satz, der besagt, dal die Faltung zweier Funktionen unter der
Fouriertransformation in die punktweise Multiplikation dieser Funktionen {iber-
geht.

Satz 1.3.6 Es seien f,g € L*(R), dann gilt m = f-q.
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1.4 Diskretisierung kontinuierlicher Signale

In jeder numerischen Rechnung kénnen nur endlich viele Parameter verwendet
werden. Ein Signal bzw. Funktion einer reellen Variablen muf3 deshalb erst ap-
proximiert werden, so daf es sich (zumindest annéherungsweise) mit Hilfe einer
diskreten (oder noch besser endlichen) Anzahl von Parametern darstellen 148t.
Mathematisch entspricht dies einer Projektion der Funktion auf einen endlich-
dimensionalen Raum, der sich als lineare Hiille einer endlichen Menge von so-
genannten Synthese-Funktionen ergibt. Diese diskreten Parameter kénnen zum
Beispiel die Fourierkoeffizienten (bei periodischen Signalen), oder die Koeffizi-
enten eines Polynoms (bei der Approximation des Signals durch seine Taylor-
reihe) sein. Die einfachste Diskretisierung eines reellen Signals ist jedoch die
Auswertung an endlich vielen (Zeit-)Punkten, auf die wir im folgenden néher
eingehen.

1.4.1 Abtastung

Ein diskretes Signal entsteht aus den Werten eines kontinuierlichen Signals zu
bestimmten diskreten Zeitpunkten, man spricht von Abtastung. Die Werte des
diskreten Signals heiflen Abtastwerte oder Samples, die Zeitpunkte der Abta-
stung heiflen Abtastpunkte. Es wird im folgenden davon ausgegangen, daf} die
Absténde zwischen benachbarten Abtastpunkten &dquidistant sind. Dies fiihrt
zur T-Abtastung (T > 0), bei der ein kontinuierliches Signal f:R — C in ein
diskretes Signal x:Z — C iibergeht, wobei

z(n) := f(T-n).

Die Anzahl der Abtastungen % pro Zeiteinheit heifit Abtastfrequenz oder Abta-
strate. Die Abtastrate wird gemessen in der Einheit Hertz, wobei nach Definition
gilt: 1 Hertz = 1 Hz = 1 Abtastung pro Sekunde.

Bei der Abtastung x eines kontinuierlichen Signals f geht im allgemeinen In-
formation verloren, d.h. man kann f nicht mehr aus den Abtastwerten rekon-
struieren. Man kann nur noch damit rechnen, f mit Hilfe der Abtastung x zu
approximieren. Dies geschieht iiber sogenannte Synthesefunktionen. Wihlt man
bei der T-Abtastung von f zum Beispiel als Synthesefunktionen die charakte-
ristischen Funktionen 1, ; . \(t) der Intervalle [ty,tx11),tx := T - k, zwischen
je zwei aufeinanderfolgenden Abtastpunkten, so erhilt man die Funktion fr
definiert durch

[e.e]

frit)y = > a(b)ly ) ®) = > F(T k)Lg e, @)

k=—o0 k=—00

In diesem Fall wird f durch fr approximiert, d.h. der Wert f(¢) wird durch die
Konstante f(tx) approximiert, wobei t; der nichstliegende Abtastpunkt links
von t ist.
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Synthesefunktionen sind natiirlich nicht eindeutig festgelegt, so kénnten z. B.
anstelle der charakteristischen Funktionen auch Splinefunktionen oder trigono-
metrische Funktionen gewahlt werden. Diese Wahl mufl man vom konkreten Fall
abh#ingig machen, davon hingt natiirlich auch die Giite dieser Approximation
ab.

Fiir eine bestimmte Klasse von kontinuierlichen Signalen ist bei Wahl der soge-
nannten sinc-Funktionen als Synthesefunktionen eine fehlerfreie Rekonstruktion
des kontinuierlichen Signals aus seinen Samples moglich. Dies ist Inhalt des fol-
genden Abschnittes.

1.4.2 Das Abtasttheorem von Shannon

Eine quadratisch-integrierbare Funktion f € L?(R) heifit bandbegrenzt, falls es
eine Zahl Q > 0 gibt derart, dafl f(f) = 0 fiir |¢] > Q. Nun ist f nur als L2
Funktion vorausgesetzt, so dafi der Begriff einer Abtastung erst einmal keinen
Sinn macht. Aus dem Satz von Bernstein folgt jedoch aus der Bandbegrenztheit
einer L2-Funktion deren Stetigkeit. Damit ist f an der Menge von Abtastpunk-
ten wohldefiniert. Der Abtastsatz von Shannon besagt, dafl f exakt bestimmt ist
durch seine Werte an diskreten, dquidistant liegenden Punkten der Schrittweite

1/24:
= n \ sinw(2Qt —n)
t) = ) ==
1(#) n:z—oof (2&'2) m(2Qt — n)
Die Synthesefunktionen von Shannon, die hier benutzt werden, sind

sin 7t
sinc(2Qt —n) mit sinc(t) := : .
T

Bei einer durch 2 bandbeschrinkten Funktion benttigt man eine T-Abtastung
mit T = %, also eine Abtastrate von % = 2, zur perfekten Rekonstruktion des
Signals. In diesem Fall heifit die Abtastrate 2€2 auch Nyquist-Rate der durch €2
bandbeschréinkten Funktion f. Umgekehrt heifit (2 = % die Nyquist-Frequenz
zum Abtastintervall der Lange T.

Das Shannon-Abtasttheorem liefert die mathematische Grundlage fiir die di-
gitale Verarbeitung von Audiosignalen. Beim Analog-Telefonieren werden Fre-
quenzen von bis zu 4000 Hz iibertragen, also mufl die Stimme mit einer Ab-
tastrate von 8000 Hz abgetastet werden. Bei der CD will man eine fiir die
menschliche Wahrnehmung optimale Aufnahmequalitéit erreichen. Geht man
beim menschlichen Gehor von einer Wahrnehmung der Frequenzen bis zu 20
kHz aus, so wiirde dies zu einer notwendigen Abtastrate von 40 kHz pro Sekun-
de fithren. Die tatséichliche Abtastrate liegt bei 44,1 kHz.
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1.5 Beispiele zur Fouriertransformation

Die Fouriertransformierte f eines Signals f € L2(R) liefert eine Frequenzdar-
stellung des Signals, d. h. f (w) gibt an, mit welcher Intensitit die Frequenz w
im Signal f enthalten ist. Wir wollen uns diese Aussage anschaulich an einigen
Beispielen verdeutlichen. Da f (w) in der Regel komplexwertig ist, geht man bei
der graphischen Darstellung zum Betrag | f | oder zur sogenannten spektralen
Energiedichte | f|? iiber.

Im folgenden werden die zu analysierenden Signale iiber den dargestellten Defi-
nitionsbereich hinaus durch Null fortgesetzt und so als Funktionen in L?(R) auf-
gefait. In der Fourierdarstellung von f spiegelt sich dies durch kleine ,,Storfre-
quenzen“ in allen Freqenzbereichen wider - die Fouriertransformierte zeigt dann
zum Beispiel kleine Oszillationen. Dieses Phéinomen kann man durch die soge-
nannte destruktive Interferenz erklaren. Die Fourierdarstellung liefert eine Dar-
stellung des Signals f auf ganz R als Uberlagerung der periodischen Grundfre-
quenzen t — 2™t Da das Signal aber auerhalb des dargestellten Definitions-
bereiches konstant Null ist, miissen sich dort die durch die Fourierkoeffizienten
f (w) gewichteten Grundfrequenzen t — 2™ wegheben, sich zu Null addie-
ren. Dies ist nur dann moglich, wenn verschiedene Grundfrequenzen aus allen
Frequenzbereichen einen Beitrag liefern.

Weiterhin werden bei der konkreten Berechnung der Fouriertransformierten
mittels Computer nur endlich viele Fourierwerte f (&) approximativ berechnet,
d. h. auftretende Integrale werden durch Riemann-Summen approximiert und
die Fouriertransformierte wird nur an einer endlichen Zahl von Frequenzen be-
rechnet. Hierdurch entstehen weitere Artefakte, die sich in den dargestellten
Bildern widerspiegeln (z. B. kleine Ecken und Kanten in den Graphen, die dar-
aus resultieren, dafl die Abtastrate fiir die Darstellung nicht fein genug gewéhlt
wurde).

Da die Fouriertransformierte eine Art Frequenzmittelwert iiber die gesamte
Zeitachse liefert, ist die Interpretation besonders bei komplizierten Signalen
nicht einfach. Es ist oft schwierig zu unterscheiden, welche Phinome in den
dargestellten Graphen von | f | im Signal f selbst begriindet sind, und welche
sich aus der Fortsetzung von f durch Null oder durch Berechnungsfehler beim
Diskretisierungsschritt ergeben. Mit dieser Problematik im Hinterkopf wollen
wir uns nun den Bildern zuwenden.
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1.5.1 Uberlagerung von zwei Sinusschwingungen

f(t)=sin(2*pi*t)+sin(10*pi*t)
oF T T T ]

! ! ! ! ! ! ! !
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Zeit t

Spektrale Energiedichte |F(f)|2
30 T T

251 -

20 T

0 | | | | VAVHI |
0 1 2 3 4 5 6 7
Frequenz w

Abbildung 1.3: Uberlagerung von zwei Sinusschwingungen

In Abbildung 1.3 ist das Signal f eine Uberlagerung aus zwei reinen Sinus-
schwingungen der Frequenz 1 und der Frequenz 5. Wie erwartet, spiegelt sich
dieser Sachverhalt in der spektralen Engergiedichte | f |2 wider. Es treten zwei
Peaks bei den Frequenzen w = 1 und w = 5 auf. Die kleinen Oszillationen von
| f |2 sind auf die oben angesprochene destruktive Interferenz zuriickzufithren.
Das Signal f wurde bei der Berechnung von | f|? aufierhalb des Intervalles [0 : 10]
durch Null fortgesetzt.
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1.5.2 Chirpsignal

Die Chirpfunktion f(t):sin(SO*pi*tz) auf dem Intervall [0:2]
15 T T T T T T T

15 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0

0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 1.6 1.8 2
Zeitt
x 107 Spektrale Energiedichte |F(f)|2
7 T T T
6 - -
5 — -
4 - -
3 - -
2 - -
l - -
0 | | | | |
-150 -100 -50 0 50 100 150
Frequenz w

Abbildung 1.4: Chirpsignal

In Abbildung 1.4 ist ein sogenanntes Chirpsignal dargestellt, ein Signal mit ste-
tig wachsender Frequenz. Die ,, Frequenz zum Zeitpunkt ¢t = ¢o“ (wir werden in
Kapitel 2 bei der Heisenbergschen Unschérferelation sehen, dafl diese Aussage
streng genommen keinen Sinn macht) kann man sich in diesem Fall als Ablei-
tung der Phase vorstellen. Zum Zeitpunkt ¢t = ¢y hat also obiges Chirpsignal
die Frequenz w = 50 - 9. Da wir das Chirpsignal nur auf dem Intervall [0 : 2]
definieren und auflerhalb dieses Intervalls durch Null fortsetzen, erwarten wir in
der Frequenzdarstellung groBe Werte von | f(w)|? fiir w aus dem Frequenzband
[-100 : 100]. Dies spiegelt der dargestellte Graph von | f |2 auch tats#chlich
wider. Aus der Reellwertigkeit des Chirpsignals f folgt sofort f (w) = f (—w)
und daraus die Symmetrie von | f |2 um w = 0. Die diesmal betrichtlichen Os-
zillationen kann man wieder durch das Ph&nomen der destruktiven Interferenz
erkldren.
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1.5.3 Dirac-Folge

Dirac-Folge f, f,, f.,... Betrag |F(f))I, IF(,)l. IF(,)l.-..
10 2
1.5
5 1
/\ 0.5
0l— : : 0
-1 -0.5 0 0.5 1 -4 -2 0 2 4
10 2
1.5
5 1
0.5
0 : 0
-1 -0.5 0 0.5 1 -4 -2 0 2 4
10 2
1.5
5 1
0.5
0— : : : : 0 : : :
-1 -0.5 0 0.5 1 -4 -2 0 2 4
Zeit t Frequenz w

Abbildung 1.5: Dirac-Folge

Eine Dirac-Folge ist eine Funktionenfolge (f,)nen, wobei sich fiir wachsendes
n die Funktionen f,, bei gleichbleibender Norm |f,| = 1 ,immer mehr um
die Null konzentrieren“. Grenzwert dieser Folge ist die sogenannte Diracsche
0-Funktion. Man stellt sich § als Funktion vor, die auf der gesamten Zeitachse
konstant Null ist bis auf den Zeitpunkt ¢ = 0, wo sie den Wert co annimmt.
Dabei ergibt das Integral von § iiber R Eins. Dies ist natiirlich keine Funktion
im herkémmlichen Sinne, sondern § findet seine natiirliche mathematische Hei-
mat im Raum der sogenannten Distributionen. Interessant ist fiir uns vor allem
die Folge der Fouriertransformierten (f,)nen, deren Betrige in Abbildung 1.5
dargestellt sind. Bei Anniherung der Funktionen f,, an die J-Funktion néhern
sich die Fouriertransformierten f,, der konstanten Einsfunktion an. Wir kénnen
uns also die §-Funktion als Uberlagerung aller durch Eins gewichteten Grund-
frequenzen t — 2™ vorstellen. AuBerhalb des Zeitpunktes ¢ = 0 hat man eine
destruktive Interferenz, die Grundfrequenzen addieren sich zu Null auf. Nur
zum Zeitpunkt ¢ = 0 haben sie alle den Wert 1 und addieren sich zu oo auf.
Diese Aussage macht natiirlich streng mathematisch so keinen Sinn und kann
erst in der Theorie der Distributionen exakt formuliert werden.
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1.5.4 Gaufische Glockenkurve

Glockenkurve f (Gauss) Betrag |F(f)|
0.35 0.35
0.3 0.3
0.25 0.25
0.2 0.2
0.15 0.15
0.1 0.1
0.05 0.05
0 ‘ : : 0 : : :
-2 -1 0 1 2 =2 -1 0 1 2
Realteil Re(F(f)) Imaginarteil Im(F(f))
0.35 1
0.3
0.25 0.5
0.2
0
0.15
0.1 05
0.05
0 -1
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

Abbildung 1.6: Gaufische Glockenkurve

In Abbildung 1.6 ist die GauBische Glockenkurve dargestellt, wie man sie (bis
auf eine andere Normierung) auch auf dem 10DM-Schein findet. In unserem
Fall gilt
f) = (2m) 3nde

Diese Funktion zeichnet sich dadurch aus, dafl ihre Fouriertransformierte f mit
der Funktion f iibereinstimmt. f ist die einzige Funktion mit dieser Eigenschaft.
Die GauBsche Glockenkurve hat dariiber hinaus minimale Unschérfe im Sinne
der Heisenbergschen Unschérferelation (siehe Kapitel 2), lokalisiert in diesem
Sinne optimal zugleich im Zeit- und Frequenzbereich.
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1.5.5 Rechteck-Funktion und sinc-Funktion

Rechteck—Funktion f Betrag |F(f)|
1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0 : : 0 :
-1 -0.5 0 0.5 1 -4 -2 0 2 4
Re(F(f)) (sinc—Funktion) Im(F(f))=0
1 1
0.5 0.5
0 0
-0.5 -0.5
-1 -1
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4

Abbildung 1.7: Rechteck-Funktion

Die Fouriertransformierte f der in Abbildung 1.7 dargestellten Rechteckfunk-
tion f ist die sinc-Funktion, die uns schon im Unterabschnitt 1.4.2 iiber das
Abtasttheorem von Shannon begegnet ist. Die Fouriertransformierte ist in die-
sem Fall eine reelle Funktion, der Imaginérteil ist konstant Null. Beobachten
Sie in Abbildung 1.8 und 1.9 was im Frequenzbereich passiert, wenn man die
Rechteck-Funktion verschiebt. Eine Verschiebung im Zeitbereich hat eine Mo-
dulation im Frequenzbereich zur Folge. Die recht zackige Darstellung des Real-
und Imaginérteils von f in Abbildung 1.9 ist iibrigens auf eine zu geringe Ab-
tastrate im Frequenzbereich zuriickzufiihren.
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Rechteck—Funktion f Betrag |F(f)|

1 1
08 1 08
0.6 1 06
04 1 04
0.2 1 0.2
0 0

0 05 1 15 2 -4 -2 0 2 4

Re(F() Im(F(f))

1 1
05 1 05
0 0
-05 -0.5
-1 -1

-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4

Abbildung 1.8: Um A = 1 verschobene Rechteck-Funktion.

Rechteck-Funktion f Betrag |F(f)|
1 1
0.8 1 0.8
0.6 1 0.6
0.4 1 0.4
0.2 1 0.2
0 - 0 -
10 10.5 11 115 12 -4 -2 0 2 4
Re(F(f)) Im(F(f)
1 1
0.5 1 0.5
0 0
-0.5 -0.5
-1 -1
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4

Abbildung 1.9: Um A = 10 verschobene Rechteck-Funktion.
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Kapitel 2

Gefensterte
Fouriertransformationen

(WFT)

Die Fouriertransformierte f eines Signals f € L?(R) beschreibt den Frequenz-
inhalt des Signals, das zeitabhéngige Signal f wird durch die Fouriertransfor-
mation in die frequenzabhéngige Funktion

o0
fo = [ foeta
—0o0
transformiert. Dabei wird das Signal f mit Hilfe der Exponentialfunktionen

R — (C, t— e?ﬂ'i{t

verschiedener Frequenzen £ € R analysiert. Diese Analysefunktionen sind pe-
riodisch und zeitlich nicht lokalisiert und damit eigentlich ungeeignet, die im
allgemeinen unperiodischen Signale f € L?(R) zu analysieren. Die Fouriertrans-
formation versteckt die Zeitinformation (in der Phase), sie gibt an, welche ,,No-
ten“ (Frequenzen) gespielt werden, jedoch sind die Zeitpunkte, zu denen diese
Noten gespielt werden, nicht erkennbar. Abrupte Verdnderungen und lokale
Schwankungen des Signals sowie Anfang und Ende von Ereignissen werden von
der Fouriertransformation nicht gefunden. Die ermittelte Frequenzinformation
ist immer auf das ganze Zeitintervall bezogen, bildet also eine Art Frequenzmit-
telwert. Ein lokales Phénomen des Signals wird zu einem globalen Phénomen
der Fouriertransformierten, Fehler im Zeitbereich des Signals wirken sich global
auf die gesamte Fouriertransformation aus. Umgekehrt wirken sich kleine Fehler
bei der Phase enorm im Zeitbereich aus.

Zur Behebung dieser Schwéchen fiihrte Dennis Gabor im Jahre 1946 eine mo-
difizierte Fouriertransformation ein, die gefensterte Foriertransformation oder
WEFT (Windowed Fourier Transformation). Diese ist ein Kompromifl zwischen
zeit- und frequenzbasierter Darstellung des Signals und gibt nicht nur an, aus
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welchen Frequenzen das Signal aufgebaut ist, sondern auch zu welchen Zeit-
punkten (wie wir spiter sehen werden, sollte man eigentlich von Zeitabschnit-
ten sprechen) diese Frequenzen (oder besser Frequenzabschnitte) auftreten. Wir
wollen dies im folgenden prézisieren.

2.1 Definition der WFT

Ziel ist es, fiir ein Signal f € L2(R) eine Transformation f(w, t) zu finden, die fiir
einen Zeitpunkt ¢ die Frequenzverteilung von f représentiert. Die Idee hierbei
kommt von einer Anleihe an die menschliche Horwahrnehmung: hier findet ei-
ne Echtzeitanalyse von Audiosignalen statt, bei der zur Analyse immer nur der
»aktuelle“ Teil des Signals herangezogen wird. Genauer gesagt benutzt man zur
Analyse einen Teil des Signals der nahen Vergangenheit, so dafl weiter zuriick-
liegende Teile nicht so stark berticksichtigt werden. Ebenso werden Teile des
Signals, die ganz aktuell sind, noch nicht so stark wahrgenommen. Diese Vor-
stellung trifft zwar den physiologischen Ablauf des Horens nicht genau, liefert
aber ein niitzliches Modell. Realisiert wird die oben angedeutete Gewichtung
des Signals zu einem Zeitpunkt ¢ durch eine punktweise Multiplikation mit einer
sogenannten Fensterfunktion. Die Fensterfunktion kann man sich glockenférmig
lokalisiert um den Nullpunkt vorstellen. Ist f € L?(R) ein Signal und g : R — C
eine Fensterfunktion, so ist die an der Stelle ¢ lokalisierte Funktion f, ; definiert
durch

fo(u) = [f(t,u) = glu—1)f(u).

Falls g aus dem Zusammenhang klar ist, wird f,; abkiirzend mit f; bezeichnet.
Die einzigen Forderungen, die im Moment an g gestellt werden sollen, sind
g € L*(R) und |g|2 # 0, die Glockenform ist also nicht zwingend. Die (mit g)
gefensterte Fouriertransformation wird definiert durch:

Definition 2.1.1 Sei g € L*(R) mit |g|2 # 0, dann heifit g Fensterfunktion
und fiir ein f € L?(R) ist
f(w, t) = / ft(u)e—Qmwudu = / g(u _ t)f(u)e—%riwudu

—0o0

die gefensterte Fouriertransformation oder WFT von f.

Um eine anschauliche Vorstellung der WF'T eines Signals f zu entwickeln, de-
finieren wir die Funktionen

Jut R—=C,  gug(u) =™ g(u—1).

Wegen | g, ¢| = |g| ist auch g, € L*(R) und fiir ein Signal f € L?(R) ist die
WFT gegeben durch das Skalarprodukt

flw;t) = (flgu.t)-
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Wir stellen uns dabei g, ; als ,musikalische Note“ vor, die mit der Frequenz
w innerhalb des durch die Funktion u — |g(u — t)| definierten Fensters oszil-
liert (diese Funktion definiert eine Art , Hiillkurve*). Das Skalarprodukt (f|g. +)
mifit die Korrelation zwischen dem Signal f und der musikalischen Note g, ;.
Zeigen das Signal und die musikalische Note im Fensterbereich einen &hnlichen
Verlauf, ist also die Korrelation grof}; so ist auch das Skalarprodukt groff. Zeigt
das Signal f im Fensterbereich im Vergleich zur Frequenz von g, ; keine grofie
Frequenzénderung, so ist (f|gw ) klein. Das Signal

U= <f|gw7t>gw,t(“)

13

ist die , Projektion“ des Signals f auf die musikalische Note g, und ergibt
damit den Anteil, mit dem g, ; in f enthalten ist. (Machen Sie sich bei dieser
Sprechweise der ,,Projektion® die Analogie zum R?® mit dem Standardskalar-
produkt klar!)

2.2 Beispiele

2.2.1 Fensterfunktionen

In Abbildung 2.1 sind drei Fensterfunktionen mit ihren spektralen Energie-
dichten abgebildet. Bei der Fensterung mit dem Rechteck-Fenster g bleibt ein
Signal f auf dem Trégers supp(g) = [—0.5,0.5] erhalten und wird auflerhalb des
Tragers abgeschnitten und durch Null fortgesetzt. Bei dieser recht radikalen Me-
thode entstehen i. a. bei den um ¢ lokalisierten Funktion enf, (u) := f(t,u) :=
g(u — t) f(u) Unstetigkeitsstellen und abrupte Verénderungen, die sich in der
Fouriertransformation durch Artefakte und Storfrequenzen widerspiegeln. Sie-
he hierzu auch Abbildung 2.3. Wir erinnern an die Faustregel, daf3 sich lange,
glatte Eigenschaften eines Signals als niederfrequente Phdnomene und abrup-
te, kurzlebige Eigenschaften eines Singals als hochfrequente Phinomene in der
Fouriertransformierten widerspiegeln.

Das Hanning-Fenster ist bis auf eine Normierung definiert durch

(u) 1= 1+cos(mu) falls —-1<u<1
10 sonst

und hat ebenfalls einen kompakten Tréger. Bei Fensterung mit dem Hanning-
Fenster wird das Signal nun nicht mehr radikal abgeschnitten, sondern ,,sachte
nach unten gedriickt“ und auflerhalb des Tréigers der Fensterfunktion durch
Null fortgesetzt. Hierdurch werden die oben angesprochenen Artefakte in der
Fouriertransformierten des gefensterten Signals vermindert. Siehe hierzu auch
Abbildung 2.2. Vergleichen Sie diese mit Abbildungen 2.3 und diskutieren sie
die Unterschiede.

Es gibt aufler den in Abbildung 2.1 dargestellten Fensterfunktionen noch viele
weitere Fensterfunktionen. Weitere Informationen hieriiber finden Sie zum Bei-
spiel im MatLab-Handbuch. Wir wollen noch abschliefend bemerken, dafl eine
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Rechteck-Fenster g
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-0.4 -0.2 0 02 04 06

Zeitt
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0.8
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0.4
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Spektrale Energiedichte |F(g)|2

0.25

0.2

-1 0 1 2
Frequenz w

Abbildung 2.1: Fensterfunktionen.

Fensterfunktion nicht notwendiger Weise kompakten Trédger haben mufl. Ein
Beispiel hierfiir ist das Gauflfenster, das in Abbildung 1.6 dargestellt ist. In der
Praxis ist die Wahl der , richtigen“Fensterfunktion oft ein schwieriges Problem
und héngt auch von der jeweiligen Anwendung ab.
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2.2.2 WFT des Chirp-Signals

Chirpfunktion f(t):sin(800ntz) und WFT mit Hanning—Fenster der Breite 0.05

Frequency

o
=g
r s
i
o
o
e
- _l'_.-'_-.llra
S l'_.-'_-.llra
¥ ..l-.a;-::y
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Abbildung 2.2: WFT mit dem Hanning-Fenster.

Die Abbildung 2.2 zeigt die Zeit-Frequenz-Darstellung des Chirpsignals
f(t) = sin(8007t?)

unter Benutzung der WFT mit dem Hanning-Fenster als Fensterfunktion g.
Dabei werden die Werte R

[ (w, )] = [(f19w.t)]
in (t,w) durch verschiedene Graustufen dargestellt, die fiir kleine Werte | f(w, )|
heller und grofie Werte | f(w, )| dunkler sind. Wie man bei einer Zeit-Frequenz-
Darstellung (oder Phasenraum-Darstellung) des Chirpsignals f erwartet, liegen
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Chirpfunktion f(t)=sin(800T1t t2) und WFT mit Rechteck—-Fenster der Breite 0.05
T
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Abbildung 2.3: WFT mit dem Rechteck-Fenster.

die groBen Werte von |f(w,t)| auf der Diagonalen w = 800 -t (dies enspricht bis
auf den Faktor 27 der Ableitung der Phase). Man erkennt in dieser Abbildung
auflerdem , Nebendiagonalen“. Diese stellen kleine ,Storfrequenzen dar, die
auf die im ersten Kapitel angesprochene destruktive Interferenz zuriickzufiithren
sind (siehe hierzu zum Beispiel auch Abbildung 1.3).

Die dunklen Bereiche links oben und rechts unten in der Abbildung 2.2 sind
nicht im Signal f oder in der Fensterfunktion g begriindet, sondern sind auf Ap-
proximationsfehler bei der Berechnung der WF'T zuriickzufiihren. Bei der kon-
kreten Berechnung der WEFT mit dem Computer wurden die Integrale (f|g. )
durch Riemann-Summen approximiert. Diese liefern umso schlechtere Approxi-
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mationen fiir das Integral von f - g, , je mehr die Funktion f - g, oszilliert.
Daher erhalten wir grofie Approximationsfehler in den oben erwidhnten Berei-
chen: links oben (wegen der starken Oszillation von g, fiir grofie w) und rechts
unten (wegen der starken Oszillation von f fiir groe Zeiten).

In Abbildung 2.3 wurde anstelle des Hanning-Fensters das Rechteck-Fenster als
Fensterfunktion g benutzt. Durch das abrupte Abschneiden des Signals f bei
Fensterung mit dem Rechteck-Fenster g entstehen grofle Storfrequenzen in allen
Frequenzbereichen. In Abbildung 2.3 verteilen sich die dunklen Bereiche und
damit grofen Werte von | f(w, t)| iiber den gesamten Zeit-Frequenz-Bereich, die
groen Werte von |f(w,t)| sind also nicht mehr so gut in einem Bereich um
die Diagonale w = 800 - t konzentriert. Wir erhalten eine ,,schlechtere“ Zeit-
Frequenz-Darstellung des Chirp-Signals.
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2.2.3 WFT in Abhingigkeit von der Fensterbreite

f(t)=sin(800T t)+sin(900T1t t) mit Impulsen bei x=0.45 und x=0.5 und WFT mit Hann—Fenster der Breite 0.02
T
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Abbildung 2.4: WFT bei kleiner Fensterbreite.

In diesem Unterabschnitt betrachten wir das auf [0,1] dargestellte Signal f
definiert durch

f(t) = sin(8007t) + sin(9007t) + c[0(t — 0.45) + 6(t — 0.5)]

mit einer positiven Konstanten ¢ € R. f ist eine Uberlagerung von zwei rei-
nen Sinusschwingungen der Frequenzen w; = 400 und wy = 450 und hat zwei
zusétzliche Impulse bei t; = 0.45 und t2 = 0.5. Die Abbildung 2.4 und 2.5 sind
jeweils Zeit-Frequenz-Darstellungen des Signals f unter Benutzung der WFT
mit dem Hann-Fenster als Fensterfunktion g, allerdings mit unterschiedlichen
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f(t)=sin(800T1t t)+sin(900T1t t) Mit Peaks bei x=0.45 und x=0.5 und WFT mit Hann-Fenster der Breite 0.1
T T T T T T T T
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Abbildung 2.5: WFT bei grofler Fensterbreite.

Fensterbreiten. Bei der grofieren Fensterbreite von 0.1 (Abbildung 2.5) hat man
eine gute Auflésung der beiden reinen Sinusschwingungen in der Zeit-Frequenz-
Darstellung. Allerdings ist es kaum moglich, die beiden Peaks bei t; und t5 zu
trennen. Bei einer kleineren Fensterbreite von g, zum Beispiel 0.02 wie in Ab-
bildung 2.4, kann man zwar die beiden Peaks sehr gut auseinanderhalten, aber
dafiir hat man eine ,,Verschmierung“ der beiden Frequenzen w; und ws.

Dies ist ein allgemeines Prinzip: Eine Vergréferung der Fensterbreite der Fen-
sterfunktion g hat zur Folge, daf} bei der Berechnung der WFT bzgl. g die Fre-
quenzen des Signals f iiber einen gréfleren Zeitabschnitt ,,gemittelt berechnet
werden. Dabei geht die Zeitinformation immer mehr verloren. (Der Grenzfall
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einer unendlichen Fensterbreite fiihrt uns wieder auf die iibliche Fouriertrans-
formation, bei der die Frequenzen gemittelt iiber den gesamten Zeitbereich R
berechnet werden.)

Bei einer Verkleinerung der Fensterbreite hat man zwar eine bessere zeitliche
Auflésung, dafiir dominiert die Fensterfunktion g immer mehr die tieferen Fre-
quenzen des Singals f, was zu den oben genannten Verschmierungseffekten fiir
niedrig-frequente Phénomen von f fithrt. (Im Grenzfall einer unendlich klei-
nen Fensterbreite wére g ein Impuls und die WFT mit dieser , Fensterfunk-
tion“ wiirde wiederum das Signals f ergeben: perfekte Zeitinformation ohne
Frequenzinformation.)
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2.3 Zeit-Frequenz-Lokalisierung der WFT

Wir wollen nun aus zwei verschiedenen Blickwinkeln die Koeffizienten f (w,t)
interpretieren, und zwar zeit- und frequenzbasiert. Sei f € L%(R) ein Signal
und g € L*(R), |g|2 # O eine Fensterfunktion, dann besagt die Parsevalsche
Identitat

f(wvt) = <f|gw,t> = <f|@>

Schreibt man dies aus, so ergeben sich die folgenden zwei Darstellungen von

fw,t):

(1) f(w,t) = (flgws) = [°5, Flu)g(u — t)e 2Tt dy

@) flw,t) = (flgos) = e 27t [ f(0)g(v — w)eX™du

Hierbei wurden in (2) die Rechenregeln der Fouriertransformation verwendet.
Diese zwei Darstellungen liefern die folgenden zwei Interpretationen:

(1) Es sei tg ein Zeitpunkt. Das Signal f wird mit der Funktion u — g(u —tg)
gefenstert und dann fouriertransformiert. Dann enthiilt | f(w, t)| Informa-
tion iiber die Grofle der vorkommende Frequenzen von f in der Umgebung
des Zeitpunktes tg.

(2) Es sei wy eine Frequenz. Die Fouriertransformierte f wird mit der Funk-
tion v — §(v — wp) gefenstert und dann invers fouriertransformiert. Dann
enthélt |f(wo,t)| Informationen iiber die Zeitpunkte, in denen die Fre-
quenzen von f in einem Frequenzband um wq liegen.

Dabei ist die Grofe des Zeitbereiches in (1) festgelegt durch die Lokalisierung
der Fensterfunktion g um den Zeitpunkt tg = 0, und die Gréfle des Frequenz-
bandes in (2) festgelegt durch die Lokalisierung der Fensterfunktion ¢ um die
Frequenz wg = 0. Will man also in Zeit und Frequenz eine gute Lokalisierung
oder Auflosung von f erhalten, mufl die Fensterfunktion ¢ so gew#hlt wer-
den, dafl sie gleichzeitig moglichst gut in Zeit (iiber g) und Frequenz (iiber
g) lokalisiert. Diesem Wunsch sind jedoch durch die sogenannte Heisenbergsche
Unschdrferelation Grenzen gesetzt. Wir prézisieren dies im folgenden Abschnitt.

2.3.1 Heisenbergsche Unschérferelation

Formal definiert man die Lokalisierungseigenschaft der Fensterfunktion g €
L*(R) mit |g| = 1 iiber die Begriffe Zentrum to(g) und Breite T(g), wobei

o) i= [ datar wa 1o = ([ (e~ t0)2|g(t)|2dt)% .

—00 —00

Analog definiert man das Zentrum wy(g) und die Breite €2(g) fiir die Fourier-
transformierte § durch
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anlg) = [ wlat)Pae wd () = ([ (w—w0)2|§(w)\2dw>%-

—00 —00

Ist die Fensterfunktion g aus dem Zusammenhang klar, so schreiben wir ein-
fach tg, T, wg und €2 ohne das Argument g. Mathematisch gesehen ist das
Zentrum ty der Erwartungswert und 7' die Standardabweichung der Zufallsva-
riablen ¢ — |g(t)|?. Im allgemeinen sind das Zentrum und die Breite fiir beliebi-
ge Funktionen g € L?(R) nicht definiert. (Diese Werte kénnen unendlich sein!)
Existieren Zentrum und Breite von ¢, so sagen wir, daf§ ¢ um den Zeitpunkt
to lokalisiert mit Fensterbreite T'. Analog sagen wir, dafl § um die Frequenz wg
mit Frequenzbandbreite (2 lokalisiert.

Nach vorherigem Abschnitt suchen wir eine Fensterfunktion, die sowohl im Zeit-
bereich als auch im Frequenzbereich moglichst gut lokalisiert. Die folgende Hei-
senbergsche Unschdarferelation besagt, daf3 dies gleichzeitig nicht beliebig gut
moglich ist.

Satz 2.3.1 (Heisenbergsche Unschirferelation) Es sei g € L?(R) mit
lgl = 1, Zentrum to(g) und Breite T(g). Weiterhin seien wo(g) bzw. Q(g) das
Zentrum bzw. die Breite von g. Dann gilt

1
T(g)-Qg) 2 -

Ausgeschrieben bedeutet dies

([ e-wraora) ([~ w-wriPas) = o

Beweis: Wir beweisen die Aussage nur fiir g € L?(R), die stetig differenzierbar
sind und deren Ableitung ¢’ wieder in L?(R) liegen. Da solche Funktionen eine
dichte Teilmenge in L?(R) bilden, geniigt ein Approximationsargument, um sich
von dieser Annahme zu befreien. Hierfiir verweisen wir auf die Literatur.

Ist T'(g) oder ©(g) unendlich, so ist die Aussage des Satzes trivialer Weise
erfiillt. Wir kénnen uns also auf Funktionen g € L?(R) beschrinken, fiir die
diese Werte endlich sind.

Als nichsten Reduktionsschritt wollen wir zeigen, dafl es ausreicht, die Hei-
senbergsche Unschirferelation fiir g € L?(R) mit to(g) = 0 und wo(g) = 0 zu
zeigen. Sei dazu g € L?(R) beliebig. Wir definieren die Funktion

h(t) — e—27riw0tg(t + t(])-

Aus den Rechenregeln fiir die Fouriertransformierte ergibt sich

~

h(w) = eQWitO(‘”'F“O)g(w + wp).
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Man rechnet sofort nach, dafl h zentriert ist, also tg(h) = 0 und wp(h) = 0 gilt.
Weiterhin gilt die folgende Gleichung;:

([ emere) ([~
= ([ e-wrira) ([ @-wlaeia).

Damit ist gezeigt, dafl es ausreicht, die Heisenbergsche Unschérferelation fiir
zentrierte Funktionen zu zeigen.

Es sei also nun g € L?(R) mit |g| = 1, to(g) = 0 und wo(g) = 0. Weiterhin seien
T'(g) und 2(g) endlich und g differenzierbar mit g’ € L*(R). Dann folgt mit der
Rechenregel w(w) = 5=¢'(w) und der Parsevalschen Relation |¢'| = |¢/|

~ 2mi

([~ aopar) ([~ Hacoras)
_ 4_7172 (/_c:tz\g(tﬂzdt) (/_Z yg'(t)y%zt) > .

Aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung | f1[?]f2]? > |(fi]f2)|* folgt mit
fi(t) = [tg(t)] und fo(t) = |g'(2))]

o> ﬁ (/_Z |tg(t)g/(t)|dt>2 > ...

Fiir beliebige komplexe Zahlen a,b € C gilt |ab| = |ab] > Re(ab) =
und daraus folgt mit @ = tg(t) und b = ¢'(t)

(ab + ab)

[N

1 (1 [ — 2
> ==z tg(t)g'(t) + tg(t)g' (t))dt | > ...
> 2 (5 ) to0d® + a@g o)) >
Nun folgt aus 2|g(t)|? = g(t)g'(t) + ¢ (t)g(t) und partieller Integration unter
Benutzung von [*_t|g(t)|*dt =0

1 o >
> — = tPdt) = —=lg|*
> e ([ laoPat) = fisla

Aus |g| = 1 folgt dann die Behauptung. O

Diese Grenze wird tatséchlich auch angenommen. Diejenigen Funktionen, die
mit minimaler Unschéirfe um (¢g,wp) konzentriert liegen, sind die Gaufischen
Glockenkurven
(0=
=T
gwo,t() \/ﬂ

Es gilt £0(guo,to) = t0s w0(Gwo,to) = wo und T'(gug.to) - 2guwo,to) = ﬁ Man kann
zeigen, dafl dies die einzigen Funktionen sind, fiir die diese Grenze angenommen
wird.

— €—2m'w0t —7m(t—tg)?
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Die Heisenbergsche Unschiérferelation hat ihren Ursprung in der Quantenphy-
sik und besagt dort anschaulich, dafl ein Elementarteilchen gleichzeitig keine
prézise Position und prézisen Impuls hat. Signaltheoretisch 148t sie sich folgen-
dermaflen interpretieren: Bei einem Signal 148t sich Zeitpunkt und Frequenz
gleichzeitig nicht beliebig genau bestimmen. Wenn man sagen will, daf} das
Signal die Frequenz wy habe, dann mufl man das Signal mindestens fiir eine
Periode beobachten, i.e. At > 1/wp, damit diese Aussage Sinn macht. Daher
kann man nicht von einem exakten Zeitpunkt sprechen, an dem das Signal die
Frequenz wy hat.

Damit ist der Zeitparameter ¢ in der gefensterten Fouriertransformation f (w,t)
nicht scharf, sondern repréisentiert ein Zeitintervall, das von der Fensterbreite
der Fensterfunktion g abhingt. Analoges gilt fiir den Frequenzparameter w. Die
Wahl der Fensterfunktion g bestimmt das ,, Auflésungsverhéltnis“ zwischen Zeit
und Frequenz.

2.3.2 Informationszellen

Bei allen Methoden der simultanen Zeit-Frequenz- oder Phasenraumanalyse
eines Signals tritt das in der Heisenbergschen Unschirferelation begriindete
Problem auf. Will man eine gute Zeitinformation, so mufl man sich mit einer
ungenauen Frequenzinformation begniigen. Will man umgekehrt eine genaue
Frequenzinformation, so darf man keine gute Zeitinformation erwarten. Dieser
Kompromifl kann durch die sogenannte Zeit-Frequenz-Ebene oder den Phasen-
raum illustriert werden, bei der die horizontale Achse die Zeit und die vertikale
Achse die Frequenz repésentiert.

Sei g € L3(R), |g| = 1, eine um das Zentrum ¢, lokalisierende Funktion mit
Fensterbreite T', deren Fouriertransformierte § um das Zentrum wy mit Fre-
quenzbandbreite 2 lokalisiert. Dann stellen wir ¢ in der Zeit-Frequenz-Ebene
dar durch ein Rechteck der Seitenlingen T auf der Zeitachse sowie 2 auf der
Frequenzachse mit Schwerpunkt (to,wp). Ein solches Rechteck heifit Informati-
onszelle, und wir bezeichnen es im folgenden mit 1Z(g) (siche Abbildung 2.6).
Die Heisenbergsche Unschérferelation besagt in diesem Zusammenhang, daf die
Fldche fiir jede solche Zelle mindestens 1/4m betrégt:

1
Fléache 1Z(g) > —

dche 1Z(g) > —
Man rechnet leicht nach, daf§ die Informationszelle der zu g, |g| = 1, assoziierten
,musikalischen Note“ g,; : R — C, gy+(u) := e>™%g(u — t) ein Rechteck

derselben Seitenlédngen 7" und €2 ist mit dem Schwerpunkt (¢ + t,wo + w). Die
WFT eines Signals f € L?(R) beziiglich der Fensterfunktion g

flw,t) = (flguw.r)

liefert eine Zeit-Frequenz-Analyse von f im Bereich der Informationszelle von
guw.t- Proportional zum Wert (f|g, ) firbt man in einer graphischen Darstellung
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Abbildung 2.6: Informationszellen fiir g und g, ;.

die entsprechende Informationszelle mit einem Grauton. Betrachtet man nun
die WFT nur auf einem diskreten Gitter von Phasenraumpunkten der Zeit-
Frequenz-Ebene, so erhilt man eine Pflasterung der Zeit-Frequenz-Ebene mit
(eventuell iiberlappenden) kongruenten Informationszellen, deren Farbtone die
Zeit-Frequenz-Information des Signals f wiedergibt.

2.4 Rekonstruktion des Signals aus seiner WFT

Es sei f € L*(R) ein Signal mit WFT f(w,t) beziiglich der Fensterfunktion
g € L*(R) mit |g| # 0. In diesem Abschnitt geht es darum, das Signal aus der
WFT zu rekonstruieren. Wir haben in Abschnitt 2.1 den Koeffizienten f (w,t)
interpretiert als Anteil (f|g. ), mit dem die Note g, + im Signal f enthalten ist.
Daher sollte sich (intuitiv) das Signal f dadurch rekonstruieren lassen, indem
man die durch (f|g, ) gewichteten Noten g, ; aufsummiert:

Fw)~ [ [ Floui)gus )t

Wir zeigen nun, daf dies bis auf einen Faktor tatséchlich gilt. Da nach Definition
flw,t) = fi(w) gilt, konnen wir die inverse Fouriertransformation beziiglich der
Variablen w anwenden und erhalten

=0 = fiw) = | Flw et
Wir kénnen f(u) nicht einfach durch Division mit g(u — t) zuriickgewinnen, da

diese Funktion verschwinden kénnte (Division durch Null). Stattdessen multi-
plizieren wir beide Seiten mit g(u — t) und integrieren iiber ¢:

— D% f(u — Flw u — )2 g dt.
/R 9 — B) Fu)dt /R /R o t)g(ut — )T duodt
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Da aber |g| # 0 vorausgesetzt ist, gilt die Rekonstruktionsformel

1 -
)= W/R/Rf(w,t)g%t(u)dwdt.

Dies stimmt also fiir |g| = 1 exakt mit unserer Intuition iiberein.

2.5 Diskrete Version der WFT

Die Syntheseformel bei der Rekonstruktion von f aus seiner WET

1 -
) = W/R/Rf(w,t)gw,t(u)dwdt

liefert eine duflerst redundante Darstellung, da fiir jeden Zeitpunkt u tiber die
gesamte Zeit-Frequenz-Ebene integriert wird. Da weiterhin in praktischen Be-
rechnungen sowieso nur eine diskrete (sogar nur endliche) Menge von Werten
f (w,t) berechnet werden kann, soll nun eine diskrete Version der WET herge-
leitet werden.

Wir machen hierzu die Voraussetzung, dafl die Fensterfunktion g einen kom-
pakten Triager im Intervall [a,b] C R hat. Dann ist das lokalisierte Signal
fi(uw) := g(u — t) f(u) zeitbegrenzt auf [a + t,b + t] und kann daher in diesem
Bereich in eine Fourierreihe entwickelt werden:

) = 3l —merm)—er )

meZ
wobel wir mit T := b — a fiir m € Z die Funktionen

er m(u) — 627rz'um/T

definieren. Dabei bildet ( \ﬁeTm)meZ eine ONB in dem Hilbertraum L?([a +

t,b + t]) mit Skalarprodukt (f|g) = f;:f f(u)g(u)du. Wir betonen, dafl diese
Gleichung nur fiir u € [a + t,b + t] gilt. Es sei im folgenden v := ﬁ = % der
Abstand zwischen zwei benachbarten analysierten Frequenzen, die sogenannte

Frequenzschrittweite. Dann gilt

b+t .
(frlerm) = / Glu — t) f (u)e~2mimvegy,

+t

— / Q(U _ t)f(u)ef%rimyudu

— 00

= f(mu,t).

Wir multiplizieren nun beide Seiten der Fourierreihendarstellung mit g(u — t)
und erhalten die fiir alle u € R giiltige Gleichung

lg(u — t)|? f(u _VZ (u — t) f (mw, t)e2mmve,

meZ
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Das Ziel ist es nun, f(u) auf der linken Seite zu isolieren. Wir definieren mit
der Zeitschrittweite T > 0 die Hilfsfunktion

H (u) := TZ lg(u — nT)|?.

ne’l

Die Wohldefiniertheit von H, folgt sofort aus der Kompaktheit der Trégers von
g. Fiir 7 — 0 gilt H.(u) — |g|* (fiir Riemann-intergrierbare g definiert H,
eine Riemann-Summe fiir |g|?). Summiert man also iiber n mit Schrittweite 7,
erhélt man

H-(u)f(u) =1V Z Z g(u — n7) f (my, nT)e?mimve,

neEZ meZ

Um durch H, dividieren zu konnen, muf offensichtlich H,(u) # 0 fiir fast alle
u gelten. Es sei

A, = inf H;(u) und B;:=supH.(u).
ueR u€R

Man kann nun zeigen, daf§ fiir ,gutartige* Fenster g fiir hinreichend kleine 7
und alle v € R

0<A;, <H;(u)<Br <o

gilt. Fiir diesen Fall erhélt man die diskrete WFT-Riicktransformation

flu) = TVZ Z 79(2:(:)7) f(mu, nr)e?mimve,

nEZ mEeZL

Die Endlichkeit von B, sichert dabei numerische Stabilitdt bei der Summation.

Abschlielend soll kurz auf die durch die diskrete WFT entstehende Pflasterung
der Zeit-Frequenz-Ebene eingegangen werden. Betrachtet man die Definiton von
H:(u), so erkennt man, da 0 < 7 < b — a zur Erfiillung von A; > 0 notwendig
ist. Falls dies némlich nicht erfiillt ist, gilt H;(u) = 0 fir b < u < a + 7. Mit
0 < 7 <b—a und der Definition von v gilt

O0<7-v<1.

Definiert man durch
1 b—a

P(V,T) i:V—_T: -

die Sampledichte, so hat man ein Maf fiir die Redundanz der Darstellung fiir
f. Ist etwa b — a = 1024 und die Schrittweite 7 = 256, so ist die Sampledichte
4, was in der Praxis bei Realzeitanwendungen eine géngige Grofle ist. Das Ex-
trembeispiel 7- v =1 fiihrt wegen der fehlenden Redundanz der Darstellung in
der Praxis zu numerisch instabilen und damit nicht praktikablen Algorithmen.
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2.6 Schwachpunkte der WFT

Trotz der durch die Einfithrung von Fenstern zuriickgewonnenen Zeitlokalisie-
rung hat die WFT-Analyse Schwachpunkte, die wir im folgenden diskutieren
wollen. Die Fensterfunktion g fiithrt eine Art Skalierung im Zeit- und Frequenz-
bereich ein. Anders formuliert wird durch die Fensterfunktion ¢ eine Informa-
tionszelle der Lingen T beziiglich der Zeitachse und €2 beziiglich der Frequen-
zachse festgelegt. Das Signal f wird nun durch die Noten g, ; auf diesen Zeit-
Frequenzbereichen mit Schwerpunkt (w,t) analysiert. Hat nun aber ein Signal
in Bezug auf diese Fenstergrofie starke lokale Schwankungen (also an diesen
Stellen ein breites Frequenzband) oder globale Schwankungen, so ist die WET
ungeeignet. Wir wollen dies noch einmal mit anderen Worten zusammenfassen:

(1) Wir betrachten beziiglich T zeitliche lokale Verénderungen, z. B. einen
Peak der Breite Au <« T an der Stelle © = ug. Ein solcher Peak wird
bei der WEFT-Synthese zusammengesetzt aus den Noten g, ; der Lange
T. Dies ist nur moglich, wenn viele Noten g, ; mit t =~ up und vielen
verschiedenen Frequenzen verwendet werden, wobei das Prinzip der kon-
struktiven und destruktiven Interferenz zugrunde liegt. Damit ist f (w, up)
ausgeweitet in der Frequenz.

Faustregel: Eigenschaften von f, die wesentlich kiirzer als T" sind, werden
im Frequenzbereich synthetisiert.

(2) Wir betrachten nun beziiglich T' grofie, globale Schwankungen Au > T,
z.B. ein Signal, das im wesentlichen aus einer niederfrequenten Sinus-
schwingung besteht. In diesem Fall werden viele niedrig-frequente Noten
gw,¢ iber das Intervall Au verteilt benttigt, um f zu synthetisieren. Damit
ist f(w,t) ausgeweitet in der Zeit.

Faustregel: Eigenschaften von f, die wesentlich langer als T" sind, werden
im Zeitbereich synthetisiert.

In beiden Féllen werden also zur Synthetisierung von Eigenschaften eines Sig-
nals, die eigentlich sehr einfach sind (z. B. Peak oder niedrigfrequente Sinus-
schwingung), zur Synthetisierung viele Noten g, ; oder mit anderen Worten
viele Daten bendtigt. Somit ist die WFT in diesen Féllen nicht effizient.

Die im folgenden Kapitel besprochene Waveletanalyse basiert auf einer anderen
Einteilung der Zeit-Frequenz-Ebene und kann dadurch Phénome wie Peaks oder
niedrigfrequente Schwingungen besser erkennen oder analysieren.
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Kapitel 3

Kontinuierliche
Wavelettransformationen

(CWT)

Die Wavelettransformation liefert wie die gefensterte Fouriertransformation eine
Zeit-Frequenz-Beschreibung eines Signals. Analog zur WFT definiert man die
kontinuierliche Wavelettransformation (CWT) eines Signals f € L?(R) durch

Fo.0= b7t [ s (“ - t) du.

Dabei ist ¢ € L?(R) eine geeignete Funktion, das sogenannte Mutterwavelet.
Damit sind die WFT und die CWT in ihren Definitionen sehr &hnlich: beide
Transformationen berechnen innere Produkte eines Signals f mit einer Familie
von Funktionen indiziert durch zwei Parameter, ndmlich

_ 627r'iwu

Gut(u) == g(u—t)

vt i= b (1)

bei der WFT und

S

bei der CWT. Dabei heifien die Funktionen %! t € R, s € R\ {0} Wavelets.
Dies sind skalierte und translatierte Versionen des Mutterwavelets 1 (daher
die Bezeichnungen s und t fiir die Parameter). Der fundamentale Unterschied
zwischen der WFT und CWT besteht in dieser Skalierung: Bei der WFT ha-
ben die analysierenden Funktionen g, ; konstante Fensterbreite, und w gibt die
Frequenz, also die Anzahl der Ostzillationen an. Bei der CWT sind die Anzahl
der Oszillationen der analysierenden Funktionen 1! konstant, und s variiert
die Fensterbreite. Dabei hat eine Erhohung des Skalierungsparameters s eine
Vergroflerung der Fensterbreite zur Folge, was bei konstanter Anzahl der Oszil-
lationen eine Verringerung der Frequenz impliziert. Mit anderen Worten wird
bei der WFT ein Signal durch Noten g,,; verschiedener Tonhohen aber glei-
cher Tondauer analysiert, withrend bei der CWT die analysierenden Noten 1)%*
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mit niedriger Frequenz eine lange Tondauer und die mit hoher Frequenz eine
kurze Tondauer haben. Damit kann die CW'T durch ihre kurzen hohen Noten
zeitlich kurze aber hochfrequente Anteile eines Signals (wie z. B. Peaks) erken-
nen, aber ebenso durch ihre langen tiefen Noten die glatten niedrigfrequenten
Eigenschaften des Signals effizient kodieren.

In diesem Kapitel soll die CWT analog zur WFT eingefithrt und diskutiert
werden. Auf der einen Seite sind nun die mathematischen Hintergriinde we-
sentlich komplizierter als bei der WFT, so dal oft auf die Beweise und Moti-
vation mathematisch-technischer Definitionen nicht eingegangen werden kann.
Auf der anderen Seite soll auf die Exaktheit der mathematischen Definitionen
und Argumentationen nicht verzichtet werden. Unser Ziel ist es, die Hauptide-
en der Wavelettransformation verstdndlich darzustellen und an einigen Stellen
einen Einblick in die dahintersteckende Mathematik zu geben. Belohnt werden
wir durch einen wunderschénen Algorithmus, die sogenannte schnelle diskrete
Wavelettransformation, die wir im n#chsten Kapitel vorstellen. Dieser Algorith-
mus berechnet die Wavelettransformation eines diskreten Signals der Lénge n
in einer Laufzeit von O(n) (im Vergleich zu O(nlog(n)) bei der FFT) und 148t
sich relativ einfach implementieren.

3.1 Definition der CWT

Bei der gefensterten Fouriertransformation oder WE'T ist die Fensterfunktion
g € L*(R) Ausganspunkt der Analyse, die man sich als eine glockenférmig
um den Nullpunkt lokalisierte reelle Funktion vorstellt. Vom mathematsichen
Standpunkt aus eignen sich als Fensterfunktion (im Sinne einer méglichen Re-
konstruktion des Signals aus seiner WFT) alle Funktionen ¢ € L?(R) mit
lg| # 0. Ahnlich ist bei der kontinuierlichen Wavelettransformation oder CWT
(continuous wavelet transformation) ein Wavelet 1) Ausgangspunkt der Analy-
se, das man sich im konkreten Fall als ein reelles, um den Nullpunkt lokalisiertes
,» Wellchen®“ vorstellt. Vom mathematischen Standpunkt eignen sich nicht alle
Y € L*(R), sondern man benétigt eine technische Voraussetzung an 1), deren
Bedeutung erst bei der Rekonstruktion des Signals aus seiner CWT klar wird.
Dies fithrt zur folgenden Definition:

Definition 3.1.1 Eine Funktion ¢ € L*(R), welche die Zulissigkeitsbedingung

L
O<cw::/ w(w‘)] dw < o0
R

|lw

erfillt, heiffit Wavelet.

Wir wollen auf die Zuléssigkeitsbedingung bis auf ein paar erkldrende Bemer-
kungen nicht nidher eingehen. Man kann zeigen, dal die Menge der Wavelets
{1 € L2(R)|¢ ist zuldssig } zusammen mit der Nullfunktion einen dichten
linearen Teilraum von L?(R) bildet, es gibt also eine ,sehr groBe Auswahl“
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an Wavelets. Weiterhin impliziert die Zul&ssigkeitsbedingung fiir Wavelets mit
¢ € LY(R)N L*(R), daB der Mittelwert von t verschwindet, also [p 1 (t)dt =0,
und (0) = 0 gilt. Das bedeutet anschaulich, da ein Wavelet eine um die -
Achse (Mittelwert ist Null!) oszillierende Kurve ist (beliebig niedrige Frequenzen
kommen nicht vor!). Fiir weitere Details verweisen wir auf das Wavelet-Buch
von [Louis/Maafi/Rieder].

Zum Wavelet ¥ und s,t € R, s # 0, definieren wir die Funktionen

S

YR C, () = |5 HY (u_t> .

Fiir eine Illustration der 1! siche Abbildung 3.1. Dort sind auch die Auswir-
kungen des Skalierungsfaktors s im Frequenzbereich dargestellt, was auch Inhalt
des néchsten Satzes ist.

Wavelet g und ¢>* Wl und [p™
2 3
1 2
U]
0 1
-1 0
-5 0 5 0 0.5 1 1.5
2 3
1 2
2,0
v
0 1
-1 0
-5 0 5 0 0.5 1 1.5
2 3
1 2
12,2
ot
0 1
_1 O
-5 0 5 0 0.5 1 1.5
Zeitt Frequenz w

Abbildung 3.1: Skalierte und translatierte Versionen %! des Wavelets ).

Satz 3.1.2 Ist ¢ ein Wavelet, s,t € R, s # 0, dann ist auch > ein Wavelet.
Genauer gilt

ﬂ”” = [, (3.1)
Pstw) = 8|V 2e Pl (ws), (3.2)
Cws,t = ’8’611,. (3.3)

Beweis: Die Aussage, dafl ¢*! ein Wavelet ist, falls dies fiir ¢ gilt, folgt sofort
aus (3.1) und (3.3). Wir beweisen hier nur (3.2). Diese Aussagen (3.1) und (3.3)
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folgen mit dhnlichen Rechnungen.

—

@Z)S’t(w) — /IR¢s,t(u)e—27riwudu

- ysy%/¢<“_t> e=2misn gy,
R S
’8’_%/ ‘S‘w(x)e—%riw(xs-‘rt)dx
R

_ ’8’1/26727riwt12)(ws).

n

Definition 3.1.3 Die kontinuierliche Wavelettransformation oder CWT eines
Signals f € L*(R) zum Wawvelet 1) ist durch

S

Fls.t) = (10 =15l [ ptws (“ - t) du,

s € R\ {0},t € R, definiert.

Wir verwenden fiir die WFT und CWT zwar dasselbe Symbol f, aus dem
Zusammenhang und der Wahl der Parameter (w,t) bzw. (s,t) sollten daraus
jedoch keine Verwechslungsprobleme aufkommen. Véllig analog zur WFT mifit
das Skalarprodukt (f|1*!) die Korrelation zwischen dem Signal f und der ,,mu-
sikalischen Note“ 1%%. Das Signal

w e (flY™) ™ (u)

ist die ,Projektion“ des Signals f auf die musikalische Note %! und ergibt
damit den Anteil, mit dem v*! in f enthalten ist.
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3.2 Beispiele fiir Wavelets

3.2.1 Wavelets mit expliziten Formeln

Haar-Wavelet [Fw)l
1
1
0.5 08
0 0.6
0.4
-0.5
0.2
-1
0
-0.5 0 0.5 1 15 0 2 4 6
Zeitt Frequenz w
Mexikanischer Hut s [Fw)I
1 2
1.5
0.5
1
0
0.5
-0.5 0
-2 0 2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Zeitt Frequenz w
Meyer-Wavelet [FW)I
1.5
1 1
0.8
0.5
0.6
0
0.4
-0.5 0.2
-1 0
-5 0 5 0 0.5 1 15 2
Zeit t Frequenz w

Abbildung 3.2: Wavelets mit expliziten Formeln.

In Abbildung 3.2 sind in der linken Spalte drei Wavelets und in der rechten
Spalte die Betriige der zugehorigen Fouriertransformierten dargestellt. Um zu
zeigen, daf es sich dabei tatsachlich um Wavelets handelt, wenden wir Kriterien
an, die hinreichende Bedingung garantieren. Den Beweis fiir die Sdtze findet
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man u. a. in dem Buch von [Louis/Maafl/Rieder].
Satz 3.2.1 Es habe ¢ € L*>(R) \ {0} kompakten Triger. Dann gilt

1 Wavelet <:>/1/J(t)dt:0.
R

Als Anwendungen dieses Satzes betrachten wir die durch

1 falls 0<t<3
P(t):=¢ —1 falls $<t<1
0 sonst

definierte Funktion ¢ € L*(R) \ {0}. Da offensichtlich [ 1(t) = 0 gilt, ist ¥
nach Satz 3.2.1 als Wavelet nachgewiesen. Dieses sogenannte Haar- Wavelet ist
das einfachste Beispiel fiir ein Wavelet und wird uns zur Ilustration durch die
ganze Vorlesung hindurch begleiten.

Satz 3.2.2 Ist ¢ € L%(R) stetig differenzierbar mit
v = ¢ € L*(R) \ {0},

dann ist ¢ ein Wavelet.

Als Anwendung ergibt sich, dal der sogenannte Mezikanische Hut v : R — R
definiert durch

> _2 _¢2
W(t) = —WeTt = (1-8)ez
als Wavelet nachgewiesen ist. Die Funktion ¢ : R — R definiert durch
d 42
P(t) = —ae%

geniigt ndmlich den Bedingungen von Satz 3.2.2. Die Funktion ¢ ist bis auf das
Vorzeichen die Ableitung der Gaufischen Funktion. Die Darstellung von 1 (bis
auf eine andere Normierung) in Abbildung 3.2 verrit, wie dieses Wavelet zu
seinem Namen gekommen ist. Im Gegensatz zum Haar-Wavelet ist der Mexika-
nische Hut eine C°°-Funktion und besitzt eine wesentlich bessere Lokalisierung
im Frequenzbereich.

Das dritte Beispiel in Abbildung 3.2 ist ein sogenannte Meyer- Wavelet, das iiber
die Fouriertransformierte definiert ist. Es sei

~ 1 iy
= e2 (w + w(—
Y(y) o) (w(y) +w(-y))
mit
sin ( Fv ;’—z—l falls %ﬂﬁy<%ﬁ,
w®) =9 cos (Zv (1)) fals T <y<T,

0 sonst,
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wobei v : R — [0, 1] eine glatte Funktion derart ist, dal v(y) = 0 fiir y < 0,
v(y) =1fiir y > 1 und v(y) + v(1 —y) = 1 sind. Die Zuldssigkeitbedingung fiir
1) ergibt sich leicht aus der expliziten Darstellung von .

Bemerkung 3.2.3 Die in diesem Unterabschnitt behandelten Wavelets sind
alle durch eine explizite Formel definiert. Wir werden zu einem spéteren Zeit-
punkt sehen, daf} dies fiir die meisten gebraduchlichen Wavelets nicht der Fall
ist. Meist sind die Wavelets implizit iiber die sogenannten Filterkoeffizienten der
Skalierungsgleichung definiert, die wir im Kapitel iiber die Multiskalenanalyse
behandeln. Die Wavelets lassen sich in diesen Fillen iiber eine Rekursionsfor-
mel konstruieren, eine explizite analytische Formel ist aber nicht angebbar. Die
wichtige Klasse der Daubechies- Wavelets ist ein Beispiel hierfiir. Wegen ihrer
zentralen Bedeutung in der Theorie der Wavelets, haben wir sie im néchsten
Unterabschnitt dargestellt.

3.2.2 Daubechies-Wavelets

In Abbildung 3.3 sind die ersten fiinf Wavelets der Famile der sogenannten
Daubechies- Wavelets dargestellt. Dabei existiert fiir jede natiirliche Zahl N € N
ein Wavelet dieser Familie, das wir im folgenden auch mit db/NV bezeichnen. Das
Wavelet dbl ist das Haar-Wavelet, alle anderen Daubechies-Wavelets haben
keine explizite Formel, sondern kénnen durch ein Iterationsverfahren konstruiert
werden. Wie man auch der Abbildung entnehmen kann, nimmt die Regularitét
der Wavelets dbN (z.B. im Sinne der Differenzierbarkeit oder im Sinne einer
Lokalisierung im Frequenzbereich) mit steigendem N zu. Die dbN-Wavelets
haben einen kompakten Tréger [0, 2N —1]. Wir wollen in einem spéteren Kapitel
auf die Definition und Eigenschaften der Daubechies-Wavelets eingehen.
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Daubchies-Wavelet dbN |F(dbN)|

2 1
1
db1 o—\— 05
-1
%0 0z o4 o5 o8 1 % 2 4 6
2 1
1
db2 0 05
-1
2 1 2 3 % 2 4 6
2 1
1
db3 0 05
-1
0 1 2 3 4 5 % 2 4 6
2 1
1
db4 OW 0.5
-1
2 2 4 6 % 2 4 6
2 1
1
dbs 0/—\/\\/\/\/— 05
-1
B 2 4 6 8 % 2 4 6

Abbildung 3.3: Daubechies-Wavelets.

3.3 Zeit-Frequenz-Lokalisierung der CWT

In &hnlicher Weise wie in Abschnitt 2.3 der Zeit-Frequenzlokalisierung der
WEFT, in dem wir die WF'T f (w,t) eines Signals f als Zeit-Frequenz-Darstellung
(oder Phasenraumdarstellung) des Signals interpretiert haben, wollen wir nun
die CWT f(s,t) interpretieren. Es sei im folgenden f € L?(R) ein Signal und
Y € L?(R) ein Wavelet, das wir als normiert annehmen, also || = 1. Wie in
Abschnitt 2.3.1 bezeichne ty(¢)) das Zentrum und 7'(¢) die Breite von ¢ und
wo (1) das Zentrum und (1)) die Breite von ¢). Wir nehmen an, da alle Werte
endlich sind. Dann kann man, wie im Abschnitt 2.3.2 {iber die Informationszel-
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len, das Skalarprodukt
(flv)

interpretieren als Zeit-Frequenz-Analyse von f im Bereich der durch die Pa-
rameter to(¥), wo(v), T(v) und (1)) definierten Informationszelle 1Z(1)). Der
folgende Satz besagt, wie sich die von 1 definierte Informationszelle unter Trans-
lation und Skalierung verhélt.

Satz 3.3.1 Es sei ¢ ein Wavelet mit || = 1 und endlicher Informationszelle
IZ()). Dann gilt firt,s €e R, s # 0:

to(¥™) = s to(¥) +¢ und  T(y™) =|s|- T(v), (3.4)

sowte 1 1
(™) = Jwo(¥) wmd QW)= W) (35)
Beweis: Die Aussagen ergeben sich unter Verwendung von ||| = [%!| durch

Integralsubstitution. Wir beweisen nur die Aussage fiir to(1)*!), die anderen
Aussagen ergeben sich dhnlich.

b)) = /R up () P

= Lo ()

= i (5] U2'S U
= o st Ol Jsld

2
du

— 2d 2
s /R oltb(v) 2do + t]]
= s to(y) +t
]

Die Breite der Informationszelle von 1% in Zeitrichtung verhilt sich also pro-
portional zum Skalierungsfaktor s, wiahrend sie sich in Frequenzrichtung rezi-
prok zu s verhélt. Die ,,Zeit-Frequenz-Fenster“ einer CW'T haben also eine von
s variable Gestalt bei gleicher Fléche (siehe Abbildung 3.4).

Wir wollen uns das Ergebnis intuitiv klar machen. Die Skalierung eines Wave-
lets durch den Faktor s > 0 bedeutet, es durch diesen Faktor zu strecken oder
zu stauchen. Je grofler der Faktor s ist, desto ausgedehnter ist das Wavelet,
und je kleiner der Faktor s ist, desto schmaler ist es. Da sich durch Skalierung
die Anzahl der Oszillationen der Wavelets nicht verdndert, haben ausgedehnte
Wayvelets ein niedriges aber schmales Frequenzspektrum und gestauchte Wave-
lets ein hohes aber breites Frequenzspektrum. Genau dieses Phidnomen spiegelt
sich in den Informationszellen der 1% wider: Fiir groBe Parameter s ist die
Informationszelle in Zeitrichtung ausgedehnt mit Breite sT um das Zentrum
t + stg und in Frequenzrichtung gestaucht mit Breite %Q um das Zentrum %wo.
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Wy 1Z( @)

wlrk

Wy —— 1Z(W)

t t+t,

0

Abbildung 3.4: Informationszellen fiir ¢ und %! fiir s = %

Dies entspricht also einer langen Note niedriger Frequenz. Das Skalarprodukt
(f|w3t) liefert damit eine Zeit-Frequenz-Analyse von f beziiglich einer langen
Zeitspanne im unteren Frequenzbereich, erkennt also globale, niedrigfrequente
Figenschaften von f. Analog liefert fiir kleine Parameter s das Skalarprodukt
(flb®t) eine Zeit-Frequenz-Analyse von f beziiglich einer kurzen Zeitspanne im
oberen Frequenzbereich, erkennt also plétzliche hochfrequente Ereignisse von f
wie z. B. Peaks oder hochfrequentes Rauschen.

Merkregel: Der Skalierungsparameter s verhélt sich reziprok zur Frequenz w.
Hat die Note 1 die Tonhohe (also die Frequenz) wp, so hat die Note %! die

wo
Frequenz =2.

Bemerkung: Die obige Definition der Lokalisierung im Frequenzbereich um wy
ist oft fiir die Wavelet-Transformationen nicht angebracht, da 1 fiir eine Vielzahl
von gebréuchlichen Wavelets eine gerade Funktion ist, die zudem jeweils genau
ein ausgepriagtes Maximum fiir positive bzw. negative Frequenzen besitzt. Sei
deshalb

[e'S) 0
wy ::/ wh(W)|Pdw und  wy ::/ w|h(w)|?dw.
0 —00
Wir sagen, dafl ¢ um (to,wgc) lokalisiert. Die Parameter wSE verhalten sich
unter Translation und Skalierung des Wavelets vollig analog zu wy und die

Interpretation bleibt diesselbe. Fiir weitere Einzelheiten verweisen wir auf S. 31
von [Louis/Maafi/Rieder].
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3.4 Beispiele zur CWT
3.4.1 CWT des Chirpsignals

Chirpfunktion f(t)=sin(400Tt (tllOOO)z) und CWT mit dem db4-Wavelet (lineare Skalenachse s)
T

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

410
411
412
412
413
414
415
116
118
420
422
424

128

432
26 -38
21 48
16+ lm -63

"""Wﬂmnnuu..... l.

- 167

1k | | | | | | | 1000
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Zeit t

Abbildung 3.5: Zeit-Skalen-Darstellung der CW'T einer Chirpfunktion.

Die Abbildung 3.5 zeigt die Zeit-Skalen-Darstellung der CWT eines Chirpsignals
f beziiglich des db4-Wavelets, wobei analog zu den Darstellungen der WE'T in
Abschnitt 2.2 die Werte

(s, 0) = [{f14*")]

proportional zu ihren Groflen durch verschiedene Graustufen dargestellt sind.
Wie wir in Abschnitt 3.3 bewiesen haben, verhélt sich der Skalierungsparameter
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Chirpfunktion f(t)=sin(400Tt (tJlOOO)Z) und CWT mit dem db4-Wavelet (lineare Frequenzachse w)
T T T T T T T T T

L L L L L L L L L

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

S w

| T T

2.0833 |- - 480
22222 - 450
2381 | 420
25641 | -390
2.7778 |- 4360
3.0303 - 4330
3.3333 4300
3.7037 4270
4.1667 4 240
4.7619 4210
5.5556 - 4180
6.6667 |- I 4 150
8.3333 |- lm“m 120
111111+ ””)” 90
16.6667 |- "". -60
3333331 f’ —430

1000 & L I L L L L 1 n L 1

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Zeitt

Abbildung 3.6: Zeit-Skalen-Darstellung bei linearer Frequenzaufteilung.

s antiproportional zur analysierten Frequenz w. Da die Chirpfunktion fiir kleine
Zeitpunkte ¢ niederfrequent ist, hat man eine starke Korrelation zu Wavelets 1)%*
mit groffem Skalierungsfaktor s zu erwarten. In Abbildung 3.5 hat man daher
dunkle Bereiche fiir kleine ¢ und grofle s. Mit zunehmender Zeit t steigt die
Frequenz w des Chirpsignals, so dal man grofie Werte |(f|®!)] fiir fallendes s
erwartet. Da die Frequenzzunahme des Chirpsignals f linear ist, hat man einen
hyperbel-férmigen dunklen Bereich in der Zeit-Skalen-Darstellung der CW'T
von f.

In unserem Beispiel wurden die zu den Skalierungswerten s korrespondierenden
Frequenzen w berechnet und auf der rechten Seite der Darstellung in den Ab-
bildungen als weitere Achsenbeschriftung angebracht. Um nun einen besseren
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Chirpfunktion f(t)=sin(400Tt (tIlOOO)Z) und CWT mit dem Haar-Wavelet (lineare Frequenzachse w)
T T T T T T T T T

0
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L L L L L L L L L
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
S w
T T T T T T T
2.0833 - 480
2.2222 - 1450
2381 1420
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2.7778 - -1 360
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3.3333 - -1 300
3.7037 - -1270
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Abbildung 3.7: Verschmierungseffekte bei Verwendung des Haar-Wavelets.

Vergleich zu der gewohnten Zeit-Frequenz-Darstellung zu erhalten (z. B. wie in
den Abbildungen 2.2 bis 2.5 der WFT) wurde eine lineare Frequenzaufteilung
gewihlt, die zugehorigen Skalenwerte s berechnet (also eine hyperbel-artige Auf-
teilung der Skalenachse) und so in Abbildung 3.6 dargestellt. Hier erkennen wir
wieder die Diagonale vollig analog zu Abbildung 2.2, in der die Zeit-Frequenz-
Darstellung eines Chirpsignals beziiglich der WFT dargestellt ist.

Allerdings werden, wie Abbildung 3.6 zeigt, insbesondere die hohen Fequen-
zen des Chirpsignals durch die CWT nicht gut lokalisiert, man hat eine ,, Ver-
schmierung® der hohen Frequenzen. Dieser Effekt tritt noch stédrker hervor,
wenn anstelle des db4-Wavelets das unstetige Haar-Wavelet zur CWT-Analyse
gewihlt wird (siehe Abbildung 3.7). Die durch das Haar-Wavelet eingebrachten
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Unstetigkeitsstellen fithren zu Stoérfrequenzen in allen Frequenzbereichen.

3.4.2 CWT einer iiberlagerten Sinusschwingung mit Impulsen

f(t)=sin(207t (/1000))+sin(1007t (/1000)) mit Peaks bei t=400 und t=500 und CWT mit Wavelet db4

U , -

Abbildung 3.8: Zeit-Skalen-Darstellung der CWT einer iiberlagerten Sinus-
schwingung mit zwei Impulsen.

Analog zum vorherigen Abschnitt zeigen die Abbildungen 3.8 und 3.9 die Zeit-
Skalen-Darstellung der CWT (mit db4) einer iiberlagerten Sinusschwingung der
beiden Frequenzen w; = 10 und we = 50 (bis auf den Faktor 1/1000) mit zwei
Impulsen, einmal mit linearer Skalenaufteilung, das andere mal mit linearer
Frequenzaufteilung. In einer Zeit-Frequenz-Darstellung unseres Signals f wiirde
man wie in Abbildung 2.5 zwei horizontale dunkle Streifen erwarten, die den
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f(t)=sin(201t (/1000))+sin(100T (/1000)) mit Peaks bei t=400 und t=500 und CWT mit Wavelet db4

NONBMO®

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

<
w FAEREEEEEEsksEEEEEEnn

Abbildung 3.9: Zeit-Skalen-Darstellung bei linearer Frequenzaufteilung.

beiden vorkommenden Frequenzen w; und wy der Sinusschwingungen des Signal
entsprechen. Auch in Abbildung 3.8 kann man mit ein bifichen Phantasie diese
zwei Querstreifen erahnen, und zwar ungefihr fiir die Skalen s = 100 (naja,
eigentlich eher s = 80) und s = 20, was den beiden Frequenzen w; = 10 und
wo = 50 der Sinsusschwingungen des Signals f enspricht. Allerdings sind diese
,,Querstreifen® sehr in Frequenzrichtung ,,verschmiert“ und nicht durchgehend,
sondern periodisch durch ,, weifle Linien“ unterbrochen. Wir wollen im folgenden
nur auf dieses Phinomen eingehen und iiberlassen Ihnen die Interpretation der
anderen Phinomene (erkliren Sie sich z. B., wie die beiden Impulse von f durch
die CWT erkannt werden).

Wir fixieren im folgenden einen Skalenwert s = sg und einen Zeitpunkt ¢t =
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t1, so dafl der Waveletkoeffizient (f|)*0:!1) betragsméBig groff und (ohne Ein-
schriinkung) positiv ist, also z.B. sp = 100 und t; = 575. Das Wavelet 15011
und die Funktion f haben dann einen hohen Ubereinstimmungsgrad um den
Lokalisationspunkt to(1*0:'1) = ¢;. Dort wo f positiv ist, ist auch ¢*°%1 meist
positiv, dort wo f negativ ist, ist auch /0!t meist negativ, mit anderen Worten
schmiegt sich %! der Funktion f an (und zwar der niederfrequenten Sinus-
schwingung w; = 10 von f), was zu dem grofien positiven Waveletkoeffizient
(flapso-tr) fiihrt (siehe Abbildung 3.10 (a)). Betrachten wir nun den Zeitpunkt
t1 = 625, was einer Verschiebung des Wavelets um eine halbe Periode /%0t
der niederfrequenten Sinusschwingung des Signals f entspricht. Dann ist /%02
meist negativ, wo f positiv ist und umgekehrt. Daher hat der Waveletkoffizient
(flpsot2) einen betragsmiBig groBen, aber negativen Wert (siche Abbildung
3.10 (b)). Man kann nun zeigen, dafi die Funktion ¢ — (f[1%0!) eine stetige
Funktion ist, die sowohl positive Werte (z.B. in ¢;) als auch negative Werte
(z.B. in t;) annimmt. Nach dem Zwischenwertsatz hat sie daher auch Null-
stellen, also z.B. auch eine Nullstelle ¢py;); ~ 600 zwischen ¢; und fo (siehe
Abbildung 3.10 (c)). Dies erklirt die periodische Unterbrechung (und zwar in
doppelter Periode wie die der niederfrequenten Sinusschwingung mit Frequenz
w = 10 von f) der schwarzen ,,Querlinien“ in vertikaler Richtung durch , weifle
Linien“.

Wavelet qJSO" (durchgezogen) und Signal f (gestrichelt)

Abbildung 3.10: Starke positive, negative und schwache Korrelation des Wave-
lets 1%0°! mit dem Signal f.
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3.5 Rekonstruktion der CWT

Es sei f € L2(R) ein Signal mit CWT f(s,t) beziiglich des Wavelets 1) € L2(R)
mit der Zuléssigkeitskonstanten

n 2
0<ey = [Yw) dw < 00.
v R W

Wir wollen in diesem Abschnitt das Signal f aus der CWT rekonstruieren. Im
vorherigen Abschnitt haben wir die Koeffizienten f (s,t) als Anteil interpretiert,
mit dem die Note %! im Signal f enthalten ist. Hat die Note 1) die Tonhohe
(also die Frequenz) wp, so hat die Note ¥*! die Frequenz #0. Das Signal f

sollte sich intuitiv dadurch rekonstruieren lassen, indem wir die Noten w%’t
der Frequenz w durch f(%2,¢) gewichten und aufsummieren:

f)~ [ F(2e) 0 ot = o [ [ Fotypt ) asat,

wobei sich die letzte Gleichung durch die Substitution s = =2 ergibt. Wir werden
im folgenden sehen, dafl diese Rekonstruktionsformel bis auf einen konstanten
Faktor gilt.

Fiir unsere spéteren Rechnungen benétigen wir die Fouriertransformierte 125\”‘/
von ¢*t. Es gilt nach (3.2) von Satz 3.1.2:

P(w) = e 25| 2)(sw). (3.6)

Aus der Parsevalschen Gleichung unter Verwendung von obiger Darstellung von
st folgt:

fs,t) = (flw*t) = (flyst)
= [ ) () (3.7)

= sl (9)50) (o).

Wendet man auf beiden Seiten die Fouriertransformation an, so ergibt sich
hieraus:

/R et f(s Dt = |s|30(sw) f(w) (3.8)

Wenn es uns nun gelidnge, auf der rechten Seite f (w) zu isolieren, so wiirde man
durch erneute Fouriertransformation f(-) erhalten und damit hitte man f re-

konstruiert. Allerdings kann man nicht einfach durch |s| %ﬁ(sw) teilen, da dieser
Wert verschwinden konnte. Stattdessen wird nun implizit die Zuldssigkeitsbe-
dingung von ¢ ausgenutzt. Um eine befriedigende Motivation fiir die Definition
dieser Zuldssigkeitsbedingung zu erhalten, miisste man im folgendem Schritt
mit einer allgemeinen Gewichtsfunktion arbeiten, aus der sich dann als hinrei-
chende Bedingung die Zuléssigkeitsbedingung ergébe. Fiir diese Vorgehensweise
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verweisen wir auf das Buch von [Kaiser|. Wir beschréinken uns darauf, unter
Voraussetzung der Zuléssigkeitsbedingung die Rekonstruktion von f nachzu—
rechnen. Wir multiplizieren nun beide Seiten von (3.8) mit ¢ (sw)|s|” 3 und
integrieren iiber s:

[ dtolsl -t s, tasde = [ 1o is)Pfds (39)
R JR R
Unter Benutzung der Zuléssigkeitsbedingung 0 < ¢, < oo mit

()2
€]

(benutze Substitution & = sw) erhélt man aus (3.9) durch Division mit ¢, und
anschlieBender Benutzung von (3.6) die Rekonstruktion von f:

flw) = //f (s, £)ib(sw)|s| 22Tl st
= //f s, t wSt )|s| " 2dsdt. (3.10)

Durch inverse Fouriertransformation erhilt man hieraus die Rekonstruktions-
formel fiir das Signal f:

. 1 3 /; 2m’wu1
flu) = —%/R/R/Rf(s,t)w tHw)e —S2dwd5dt
1 ~ s, 1
= @/R/Rf(s,t)w t(u)—s2dsdt. (3.11)

Wir fassen das Ergebnis in folgendem Satz zusammen.

Satz 3.5.1 Sei 1) ein Wavelet, also 1 € L*(R) mit Zulissigkeitsbedingung

Gk
‘A g “=

Dann kann ein Signal f € L*(R) aus seiner CWT f(s,t) rekonstruiert werden

durch
1 ~ st 1
= /R/Rf(s,t)w (u)—82 dsdt.
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3.6 Diskrete Version der CWT

Die in den vorausgegangenen Abschnitten dargestellte kontinuierliche Theorie
dient hauptséchlich dem Verstédndnis und der ,richtigen“ Interpretation der
Wavelettransformation. Wir wollen uns im folgenden mit den Problemen befas-
sen, die auftauchen, wenn man mit der Wavelettransformation konkret rechnen
mochte. Das sind

(1) die effiziente Berechnung der Transformation,

(2) die effiziente Rekonstruktion von Signalen aus ihren Transformierten (In-
version der Wavelettransformation).

3.6.1 An die CWT angepafite Gitter

Ein Signal f € L?(R) besitzt nach Satz 3.5.1 die Darstellung
1 . 1
) =2 [ [ s tyestu)Sdsat
Cw RJR S

mit der Wavelettransformierten f zum Wavelet 1. Wir stellen uns hier die
Frage, ob f(s,t) wirklich an jedem Punkt (s,t) € R\ {0} x R bekannt sein
muf, um f zuriickzuerhalten. Es wird sich zeigen, dafl obige Integraldarstellung
von f hochgradig redundant ist und dafl analog zur diskreten Version der WFT
(Abschnitt 2.5) das Integral ohne Informationsverlust durch eine Doppelsumme
ersetzt werden kann.

Ein Wort zur Warnung: Das Wort ,,diskret“ bezieht sich nicht auf die Wa-
velets selbst (diese sind immer Funktionen in L?(R), im konkreten Fall sogar
meist stetig und reell), sondern immer auf eine diskrete Anzahl an Punkten der
Zeit-Frequenz-Ebene an denen die Wavelettransformation ausgewertet wird.

Natiirlich wird dies nicht fiir jedes Wavelet und jede beliebige diskrete Teil-
menge von R\ {0} x R zutreffen. Bei der diskreten Version der WFT hatten
wir zum Beispiel nur Fensterfunktionen g mit kompaktem Triger zugelassen,
und das Signal f aus den WFT-Koeffizienten f(w,t) rekonstruiert, wobei wir
aber nur (w,t) eines ,hinreichend® feinen in Zeit- und Frequenzrichtung &qui-
distanten Gitters benutzt haben (Frequenzschrittweite v und Zeitschrittweite
7). Ahnliches kann man nun auch fiir die CWT zeigen. Allerdings betrachtet
man in diesem Fall nicht mehr dquidistante Gitter, sondern Gitter der Form

{(a™,nba™)|m,n € Z} C R\ {0} xR (3.12)
mit ¢ > 1,b > 0 und die zugehorige Funktionenmenge

{1/}1&(::2) — ¢am7nbam _ a—m/Qw(a—m . _nb)‘m,n (= Z} .

Das Gitter steht in engem Zusammenhang zur Phasenrauminterpretation (Zeit-
Frequenz-Lokalisierung) der Wavelettransformation in Abschnitt 3.3. Sei ¢ ein
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Wavelet mit || = 1 und der durch die Zentren ty(1)),wo()) und Breiten
T(v), (1) definierten Informationszelle 1Z(v). Wir betrachten den Fall ¢ = 0

und wp > 0. Dann sind die Schwerpunkte der Informationszellen IZ(w%?n) der
Noten W‘,’n nach 3.4 gegeben durch

(a""wg, nba™)
und fiir die Breiten ergeben sich nach 3.5 die Werte

T(¢gin) = a™T(®) baw. QD)) = a Q).

m,n m,n
Mit wachsender Frequenz (m — —o0) liegen die Funktionen {1/),(7?,’2) n € Z}
dichter im Zeitbereich (siehe Abbildung 3.11). Der Zoom-Effekt der kontinuier-
lichen Wavelettransformation bleibt bei dieser Diskretisierung erhalten. Daher
sind Gitter wie in (3.12) optimal fiir Wavelettransformationen.

W
auy
®© © 06 06 06 0 0 0 0 o ® © 0o 06 0 06 0 0 0 o
° ° ° ° ° W e ° ° ° °
° ° Wo/a e——ah——~e
° °

Abbildung 3.11: Verteilung der Phasenraumpunkte (nba™,a ™wp) fiir a = 2
und b =1 in der Zeit-Frequenz-Ebene.

3.6.2 Wavelet-Frames

Die weitere Untersuchung der Wavelettransformation auf solchen Gittern fiithrt
auf die sogenannten Wavelet-Frames, auf die wir nun eingehen wollen.

Definition 3.6.1 Seien a > 1,b > 0 und v € L*(R). Das Funktionensystem

( fﬁ;ﬁ?)mnez

)

bildet ein Wavelet-Frame fiir L2(R), wenn es Konstanten A, B > 0 gibt, so dafs
fiir alle f € L2(R) gilt:

AlFIP < > K2 < BlfIP. (3.13)

mneZ
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Abbildung 3.12: Ideale Uberdeckung der Zeit-Frequenz-Ebene durch Informa-
tionszellen einer diskreten Wavelettransformation beziiglich derselben Gitter-
punkte wie in Abbildung 3.11.

Man sagt dann, da (i,a,b) den Frame erzeugt. Die Konstanten A und B
heiflen Frameschranken. Im Fall A = B heifit der Frame biindig. Wavelet-Frames
verallgemeinern ON-Basen:

Satz 3.6.2 Ein biindiger Wavelet-Frame (1, a,b) mit Schranken A = B = 1
und || = 1 erzeugt eine ON-Basis des L*(R).

Beweis Die Normiertheit folgt aus

[wsl = 1wl =1

fiir alle m,n € Z. Wegen A = B = 1 hat man Gleichheit in (3.13) und fiir alle
w,v € Z folgt

L= o= > [l (3.14)
m,ne”L
= oI+ > (P [ (3.15)

m,nEZ,(m,n)#(u,V)

Aus || = 1 folgt daraus <1/1,(ﬁ{,b)|¢7(7(~f,’2)> = 0, falls (m,n) # (u,v) und damit
die Orthogonalitéit. Die Vollstandigkeit des Systems folgt aus der Parsevalschen
Gleichung und (3.13) mit A = B = 1. O

In der Praxis ist es héufig sehr schwer nachzuweisen, ob ein Wavelet-Frame
vorliegt. Fiir hinreichende Bedingungen hierfiir verweisen wir auf das Buch von
[Louis/Maaf}/Rieder]. Dort wird unter anderem gezeigt, dafl das Meyer-Wavelet
1 (siehe Unterabschnitt 3.2.1) mit @ = 2 und b = 1 einen biindigen Wavelet-
Frame bildet. Aus dem Satz 3.6.2 folgt also:
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Korollar 3.6.3 Der durch das Meyer-Wavelet ¢ erzeugte Frame (1,2,1) ist
eine ON-Basis des L*(R).

Jedes Wavelet-Frame (1), a, b) definiert einen linearen Operator
T:L*R) — (Zx1Z)
fo= (S mmez.
Dieser Operator erfiillt
A2|flpz < ITfle < B3| ]2 (3.16)
T ist somit stetig, da beschrinkt:

1
|| := sup |Tf] < B=.
I71=1

Wegen A > 0 ist T injektiv und auf seinem Bilde stetig invertierbar, denn
_ 1
|7 Bar| < A”=.

In diesem Fall kann f aus seinen diskreten Werten (7'f)n, nez rekonstruiert
werden.

Wir wollen darauf in einem allgemeineren Rahmen néher eingehen. Es sei H ein
(separabler) Hilbertraum und ® = (¢;);ez ein Frame, d.h. 34, B > 0vv € H:

Ao <> [wlel? < Blo]. (3.17)
JEZ
Wir definieren zu ® den Frame-Operator S : H — H durch

2
Svi= 175 Z<v|¢j>¢j-
JEZ

Lemma 3.6.4 S ist ein positiver, beschrdinkter, stetig invertierbarer Operator
mit

2A 9 2B 9
< < 1
A gl = vl < ==l (3.18)
fiir alle v € H. Zusdtzlich gilt
B-A
I-8|<p:= 1. 1
l1=Sl<p=375< (3.19)

Beweis Zum Beweis der Wohldefiniertheit von S definieren wir fiir N € N die
Operatoren Sy durch

Sn(v) = > (vlps)e;

liI<N

fir v € H. Unter Benutzung der Ungleichung von Cauchy-Schwarz und der
Frameschranke B zeigt man, dafl die Folge (Sn)nen eine Cauchy-Folge ist und
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daher gegen einen stetigen Operator konvergiert. Dieser ist gerade S. Wir ver-
zichten hier auf die Einzelheiten. Die Ungleichungen in (3.18) folgen sofort aus
der Definition von S und der Framebedingung (3.17). Wir zeigen nur noch
(3.19). Aus (3.18) folgt:

<1 _ A2f3> [o]? < (I = S)v|v) < (1 - A2jr43> Jol®

A+ B

Daraus folgt (3.19) unter Verwendung von folgender Tatsache (fiir einen Beweis
verweisen wir auf die géngige Literatur der Funktionalanalysis):

und daraus

(L = S)vfv)| < I I

lol” = plv

I7— 5] = b (I = S)vlv)l.

0

Wichtig fiir die konkrete Konstruktion der Inversen S~! von S ist Eigenschaft
(3.19). Die sogenannte Neumannsche Reihe

i(z — 9)*
k=0

konvergiert wegen p < 1 gegen S~!, und damit konvergiert die Folge

n

vy =Y (I—S)"Sv

k=0

gegen v. Auflerdem geniigt (vy,)nen der folgenden Iteration:

n+1
Unp1 =S80+ (1= 8)> (I —8)* DSy =Sv+ (I -8, (3.20)
k=1
und der Fehlerabschitzung
[v = val = I(1 = 8)"" o] < p" o] (3.21)

Das Iterationsverfahren (3.20) ist in der Praxis zur Approximation von S~! ein
bewéhrtes Verfahren. Falls die Frameschranken A und B ungefihr gleich sind,
also B/A =~ 1 ist, reichen wegen p ~ 0 wenige Schritte des Iterationsverfahren
aus, um eine akzeptable Approximation an v zu garantieren.

Zuriick zu unserer Situation! Wir haben diskutiert, dafl es Wavelet-Frames
(¥, a,b) gibt und in diesen Fillen liBt sich jedes Signal f € L?*(R) aus seinen
Waveletkoeffizienten

fl@ ™, nba™"),m,n € Z
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vollsténdig rekonstruieren. Beschrinkt man sich auf eine endliche Anzahl an
Gitterpunkten (die wesentlichen Gitterpunkte, an denen die Waveletkoeffizen-
ten f(ag™, nboaly’) ,groB“ sind), so liBt sich das Signal daraus gut genug ap-
proximieren, so dafl sich folgender primitiver ,,Algorithmus“ zur Berechnung
der Wavelettransformation ergibt:

Man nehme ein geeignetes Wavelet-Frame (v, a,b) und berechne fiir alle ,;we-
sentlichen “ Gitterpunkte (z. B. durch zwei geeignete Schleifen iiber n umd m)
die Zahlen

f(amvnbam) - <f\¢7(3,’2)>>

die angeben, wie sehr das Wavelet 111%7’2) mit dem Signal f korreliert ist. Dabei
mufl man diese Zahl, die durch ein Integral definiert ist, z. B. durch endliche
Riemann-Summen approximieren.

Dieser ,,Algorithmus®“ bei dem fiir alle notwendigen Punkte der Zeit-Frequenz-
Ebene alle relevanten Integrale (f| 7(379,1170)) direkt berechnet werden miissen, ist
fiir eine konkrete Implementation ungeeignet. Zum einen miifite eine endliche
Auswahl von Gitterpunkten signalunabhiingig getroffen werden, so daf} eine
zufriedenstellende Approximation bei Rekonstruktion des Signals aus diesen
Gitterpunkten a priori nicht garantiert werden kann. Aber vor allem wire die

Laufzeit eines solchen Algorithmus viel zu schlecht.

Erst als im Jahre 1986 die Verbindung der sogenannten Multiskalenanalyse mit
der Wavelettransformation erkannt wurde, kam es zu radikal neuen Methoden
der sogenannten schnellen diskreten Wavelettransformation und schnellen dis-
kreten Waveletrekonstruktion. Diese Methoden sind rekursiv und eignen sich
damit in idealer Weise fiir Implementationen. Wir beschéftigen uns damit im
néchsten Kapitel.
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Kapitel 4

Multiskalenanalyse (MRA)
und Wavelettransformationen

Ausgehend von zwei verschiedenen Richtungen - der reinen Mathematik und
Bildverarbeitung - haben Stéphane Mallat und Yves Meyer (sprich: Mejéhr) die
Theorie der sogenannten Multiskalenanalyse oder MRA (multiresolution ana-
lysis) begriindet. Ein Resultat ihrer Arbeit waren die schnellen Wavelettrans-
formationen, die wir in diesem Kapitel behandeln wollen. Ein weiteres Resultat
war die Theorie der orthogonalen Wavelets, auf die wir in Kapitel 7 eingehen
werden. Eine MRA erméglicht es, ein Signal in verschiedenen Auflésungen zu
betrachten, die sich jeweils um einen Faktor zwei unterscheiden. Dabei kann
die Differenz zweier solcher Auflésungen als Folge von Waveletkoeffizienten (ei-
ner diskreten orthogonalen Wavelettransformation) kodiert werden, fiir deren
Berechnung es schnelle Algorithmen gibt. Wir befassen uns zunéchst mit der
Multiskalenanalyse.

4.1 Multiskalenanalyse (MRA)

4.1.1 Motivierende Analogie zur MRA

Wir wollen zunéchst die Grundidee der Multiskalenanalyse (MRA) anhand ei-
ner MRA-#hnlichen Situation veranschaulichen. Dabei sei betont, daf} sich die
folgende Analogie zur MRA nur auf einige Teilaspekte dieser Theorie bezieht
und ausschliellich zur Motivation dienen soll.

Hierfiir betrachten wir die Dualdarstellung einer reellen Zahl f € R (das Symbol
f soll an ein Signal erinnern) auf folgende Weise: Fiir m € Z sei

Vi := 2™ 7.
Dann gilt:

{0}c...cVocVicWCVyCVaC...CR, (4.1)
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Uva = R (4.2)

meZ
meZ
feV, < [f-27"el. (4.4)

Hat die positive reelle Zahl f die Dualdarstellung

f = anQna Wy € {07 1}a

neL

so ist die ,,Projektion“ P;f von f auf V; gegeben durch

Pf = anQ".

n>i

Mit anderen Worten werden bei P;f die Stellen von f bis zur Position 7 — 1
abgeschnitten, also auf Null gesetzt. Bei steigendem bzw. fallendem 7 ensteht
damit eine vergrobernde bzw. verfeinernde Auflésung von f. In der Praxis ist
die Dualdarstellung von f (in angendherter Form) das Ziel, wobei f in anderer
Form beschrieben sei. Man startet dann mit einer Approximation eines P;f (oft
i = 0) und berechnet sukzessive die wy,,n = i,i + 1,7 + 2,.... Dabei merkt
man sich beim Ubergang von Stufe j zu Stufe j + 1 das ,Detail® wj2j mit
w; € {0, 1}.

4.1.2 Definition der MRA

Bevor wir auf die mathematische Definition der Multiskalenanalyse oder MRA
(multiresolution analysis) eingehen, wollen wir die Hauptidee darstellen. Wir
wollen ein Signal f aus einem Unterraum V_1 des L?(R) in seine hoch- und nie-
derfrequenten Anteile aufspalten. Den glatten (niederfrequenten) beschreiben
wir durch die orthogonale Projektion Py f auf einen kleineren Raum Vj, der die
»glatten“ Funktionen von V_; enthélt. Das orthogonale Komplement von Vj in
V_1 bezeichnen wir mit Wj. Dieser Raum umfafit aufgrund seiner Konstruktion
die ,rauhen“ (hochfrequenten) Elemente. Es sei die Projektion von f auf W
mit Qo f bezeichnet, dann ist

[ = PRf+Qof,
Vo = Vo @ Wh.
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Analog verfahren wir nun mit Pyf, indem wir Vj darstellen als orthogona-
le Summe der Rdume V; (,glatte* Elemente) und W; (,rauhe“ Elemente).
Die zugehorigen Projektoren heiflen P; und Q1. Wegen P, Pyf = Pif sowie

Q1Qof = Q1 f gelangen wir zu
Pof=Pf+Qif

und damit zu

f=Pif+Qif +Qof (4.5)
Rekursiv kann nun P; weiter zerlegt werden in P f und @2 usw.
I*R) ... — Vv, 2% v B owo — {0}
Qo Q1
N\ N\

Wo Wi

P, f reprisentiert die niederfrequenten, glatten Anteile von f, enthélt somit
Details von f ab einer bestimmten Gréfle. Qof und Q1 f beinhalten Anteile
von f zu bestimmten Frequenzbéndern. Dabei entspricht Qo f einer héheren
Frequenz als @i f. Die Gleichung (4.5) kann verstanden werden als Zerlegung
eines Signals in Frequenzbénder hoher Frequenzen und ein Frequenzgemisch
niedriger Frequenzen (fiir Beispiele siehe Abbildungen 4.3 und 4.4).

Dieser Zerlegungsproze$ 148t sich mathematisch exakt durch die Multiskalen-
analyse beschreiben.

Definition 4.1.1 Eine Multiskalenanalyse (MRA) des L*(R) ist eine aufstei-
gende Folge abgeschlossener Unterrdume Vy, C L?(R)

{0}c...cvhcWVicVcV. i CV,ycC...C L*R), (4.6)
so dafl gilt:
mEZ
N Ve = {0}, (4.8)
meZ
fO)eVm = f(2™)eW. (4.9)

Weiterhin fordert man die Ezistenz einer Funktion p € L*(R), der sogenannten
Skalierungsfunktion, deren ganzzahligen Translate eine Orthonormalbasis von
Vo erzeugen, d. h.

Vo = span{¢(- — k)|k € Z}. (4.10)

Das einfachste Beispiel fiir eine MRA ist die sogenannte Haar-Multiskalenana-
lyse, die wir in Abschnitt 4.4 behandeln. Wir diskutieren nun Definition 4.1.1
und fassen ein paar unmittelbare Folgerungen zusammen:
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(1)

Die Forderungen (4.7) und (4.8) werden von vielen Familien von Réum-
en {V;,|m € Z} erfiillt. Die Eigenschaft (4.9) zeichnet eine MRA aus:
Die Rdume V,,, sind skalierte Versionen des Grundraumes Vj, der durch
Translationen der Skalierungsfunktion ¢ aufgespannt wird (4.10).

Fiir m — oo werden die Funktionen aus V,,, gestreckt und immer breiter,
ihre Details aufgeblaht. Strebt m hingegen gegen —oo, so enthalten die
Réaume V,,, immer kleinere Strukturen. Es bezeichne P, den Orthogonal-
projektor auf V,,. Dann prézisieren die Grenziiberginge

lim |P,f|=0 und lim |Pnf—f|=0
oo m——0o0

m—-+

diese Interpretation. Folgende Sprechweise hat sich eingebiirgert, sie ist
mehr suggestiv als exakt: P, f ist die Darstellung von f auf der ,Skala“
Vi und enthilt alle Details von f bis zur Grofie 2™.

Wegen (4.10) ist V{ translationsinvariant, d. h.
feWw=f(-—-k) eV fir keZ
Mit (4.9) folgt
feV, <= f(--2"k)eV,, fir kel
Der Raum V,,, wird von den Funktionen
pmk(z) =272z — k)

aufgespannt, also

Vim = span{ym |k € Z}.
Dies beruht auf (4.9) und (4.10). Weiterhin gilt | ] = [¢]-

Bei der Definition einer MRA findet man héufig auch die Forderung, dafl
die Translate der Skalierungsfunktion ¢ eine sogenannte Rieszbasis bilden
miissen, was scheinbar eine schwéchere Forderung ist, als die Orthogona-
litdt in unserer Definition. Man kann aber zeigen, dafl man ausgehend von
einer Rieszbasis eine Orthonormalbasis mit denselben Eigenschaften kon-
struieren kann, so dafl unsere Definition keine Einschrankung bedeutet.

Wie in unserer einfithrenden Darstellung der Hauptidee definieren wir die Réu-
me W, als orthogonale Komplemente von V,, in V1,

Vi1 = Wi @ Vi, Vi L Wi, (4.11)

und die Operatoren @, als orthogonale Projektoren von L?(R) in W,,,

Pt = Qm + P (4.12)

Dann gilt

Vo= P W, unddamit L*R)=EPW; (4.13)
j>m41 JEL
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Die Rdume W), erben die Skalierungseigenschaft der Réume V;,, (4.9)
f() e Wy, <= f(2™) € W. (4.14)

Eine Funktion f € L?(R) L}t sich nach (4.13) zerlegen durch

F=YQif = D> Qif+>_ Qif =Puf+ > Qif (4.15)

jEL j>m+1 j<m j<m

Die eben hergeleitete Gleichung erklédrt im nachhinein die Bezeichnung Multi-
skalenanalyse. Py, f reprasentiert f auf der Skala m, was der Anwendung eines
Tiefpafifilters entspricht, der mit wachsendem m einen kleineren Durchlafibe-
reich hat. Der verbleibende Rest aus dem Hochfrequenzbereich wird in seine
Anteile zu verschiedenen Frequenzbéndern Q; f, —oo < j < m aufgeteilt. Dabei
enthdlt @Q; nur die Details, die P;_; von P; unterscheidet:

Qj = Pj-1— P}

4.2 MRA und Wavelets

Was bisher beziiglich der MRA ausgefiihrt wurde, hatte nichts mit Wavelets
geschweige denn einer Wavelettransformation zu tun. Daher wollen wir auf das
Hauptergebnis dieses Abschnittes vorgreifen. Es erscheint zunéichst wie ein klei-
nes Wunder:

Hauptergebnis: Zu jeder MRA existiert ein Wavelet 1, dessen translatierte
und dilatierte Versionen

V(@) := 27 2p(27 ™ — k)

fiir festes m € Z eine Orthonormalbasis (ONB) fiir den Raum W), bilden.
Dariiber hinaus 148t sich das Wavelet aus der Skalierungsfunktion ¢ explizit
konstruieren.

Bei der Konstruktion dieser Wavelets v aus der Skalierungsfunktion ¢ der MRA
spielen in iiberraschender Weise digitale Filter (hy)rez und (gx)rez eine Rol-
le, die nicht nur den Zusammenhang zwischen Multiskalenanalyse und Wave-
lettheorie herstellen, sondern auch den Zusammenhang zwischen der kontinu-
ierlichen und diskreten Signaltheorie. Wir geben im folgenden Schaubild einen
ersten Uberblick:
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MRA Wavelets

(Vin), @) 1 definiert
pelpCV_, ein Wavelet

\ )

Skalierungsgleichung Waveletgleichung
@ =2 kez hko-1k V=) hez gpP-1k € Vou
\ 1)
Skalierungskoeffizienten Waveletkoeffizienten
(hi)kez € 12(Z) == (9)rez € 1(Z)

g = (—1)%hy_y,

digitale Filter

4.2.1 Filterkoeffizienten der Skalierungsgleichung

Wir gehen in diesem Abschnitt von einer MRA mit Skalierungsfunktion ¢ wie
in Definition 4.1.1 aus und benutzen die dort eingefithrten Bezeichnungen.

Lemma 4.2.1 Die Skalierungsfunktion ¢ erfillt eine sogenannte Skalierungs-
gleichung, d. h. es gibt eine Folge (hy)kez reeller Zahlen mit

o(@) = V2 hyp(2w — k). (4.16)

kEZ

Beweis: Aus der Inklusion ¢ € Vi C V_1 = span{/2¢(2 - —k)|k € Z} folgt das
obige Lemma. ]

In der einfachen Gleichung (4.16) liegt der Schliissel zur Konstruktion sowohl
orthonormaler Waveletbasen als auch schneller Algorithmen. Die Koeffizienten
(hk)kez treten immer mehr in den Vordergrund und die erzeugende Skalierungs-
funktion ¢ wird nur noch indirekt interessieren.

Lemma 4.2.2 Die skalierten und translatierten Versionen ¢, der Skalie-
rungsfunktion o erfillen die Skalierungsgleichung

Pm.k = Z hjom—1,2k+j- (4.17)
JEL
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Beweis: Dies ergibt sich sofort aus der Skalierungsgleichung (4.16) und der
Definition der ¢y, j:

Omi(r) = 2_m/2<p(2_mx — k)
222N " hi(2(27 e — k) — §)
jez
= g (m=D)/2 Z hip(2~ M= Vg — (2k + j))
JEZ
= Zhj@m—lﬂk—i-j'
jez

O

Lemma 4.2.3 Die Koeffizienten (hy)kez der Skalierungsgleichung (4.16) er-
fiillen eine Orthogonalititsbeziehung:

Z hihitam = 60.m- (4.18)
kez

Beweis: Dies ergibt sich aus der Orthonormalitidt der Translate der Skalie-
rungsfunktion:

dom = (p()le(- +m))
=723 0 T hhu(p(2 - —k)o(2 - 1+ 2m))

kE€Z leZ

= QZZ hichirom(p(2 - —k)|p(2 - —1))

keZ leZ

= > hihigombiy

kEZ leZ

= Y hhiiom

kezZ
g

Wir wollen im folgenden annehmen, dafl (hg)rez € £2(Z) eine Folge in ¢(Z) ist.
(Da man es in der Praxis meist mit endlichen Folgen zu tun hat, ist dies keine
wesentliche Einschrinkung.) Dann kann man die Folge der Skalierungskoeffizi-
enten h = (hy)rez als Faltungsfilter auffassen, das ein LTI-System (lineares,
zeitinvariantes digitales Filter) definiert:

T :0°°(Z) — £°(Z), Tlx]:=h=*uz.

Wegen h = T'[¢], wobei 6 den Einheitsimpuls bezeichne, nennt man h auch die
Impulsantwort des Systems. Die Fouriertransformierte H der Folge h, genannt
auch Frequenzantwort des Systems T, ist definiert durch

Hw):= Z hye~2mike
keZ
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Lemma 4.2.4 Die Fouriertransformation tiberfihrt die Skalierungsgleichung
(4.16) in das einfache Produkt

o) = LHE)0(3) (4.19)

Beweis: Wir wenden die Fouriertransformation auf beide Seiten der Skalie-
rungsgleichung

p(x) =v2)  hpe(2w — k)

kEZ

an, und berechnen die rechte Seite:

Plw) = /R\/ﬁz hpo(2z — k)e 2T dy

kEZ

= ﬂth/%cp(ﬂc)e%i(I;k)wdm
R

keZ

2 W W
— %thCQWZkQ/QO(x)GQszQdJI

keZ R

— Zag)as.
]

Das Produkt (4.19) ist analytischen Methoden leichter zugénglich als die Skalie-
rungsgleichung (4.16). Die Betrachtung der Frequenzantwort H liefert Aussagen
iiber die Filtereigenschaften des Filters T' definiert durch (hg)gez. Der folgen-
de Satz liefert fiir die weitere Interpretation von (hy)kez die mathematische
Grundlage.

Satz 4.2.5 Sei ¢ die Skalierungsfunktion einer MRA. Dann erfillt das Fou-
rierfilter H die Orthogonalititsbedingung
|H(W)? +|H (w+3) * =2 (4.20)
Die Frequenzantwort nimmt folgende Werte an:
H0)=v2 und H(i) =0, (4.21)
das bedeutet

hr, = H(0) =v2 und (1), = H (%) =0. (4.22)
) (2)

keZ keZ

Beweis: Wir verweisen auf S. 114 des Buches von [Louis/Maa8/Rieder] und
auf das Buch von [Burrus/Gopinath/Guo]. O

In konkreten Fallen ist die Skalierungsfunktion ¢ eine reelle Funktion, die Ska-
lierungskoeffizienten (hy)rez reelle Zahlen und H eine (1-periodische) stetige
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Funktion. Die Werte von (4.21) implizieren dann, da$ H in einer Umgebung
von w = % sehr klein ist und in einer Umgebung von w = 0 nahe bei Eins ist.
Das bedeutet aber gerade, daf das durch die (hy)rez definierte diskrete Filter T
tiefe Frequenzen (Umgebung von w = 0) fast unvermindert durchlidfit, wihrend
hohe Frequenzen (Umgebung von w = %) eliminiert werden. Mit anderen Wor-
ten kann man die Skalierungskoeffizienten (hy)recz als Filterkoeffizienten eines
Tiefpafifilters interpretieren. Wir verweisen auf Abschnitt 7.1 fiir weitere Ein-
zelheiten.

Zu dem Tiefpafifilter T' mit Filterkoeffizienten (hg)rez gibt es einen assoziierten
Hochpaffilter S mit Filterkoeffzienten (gx)xecz definiert durch

g = (=1)*hy_y. (4.23)
Sei G die Frequenzantwort zu S, dann folgt

G(w) — ngefQﬂik:w

keZ
_ Z(_l)kﬁl_ke—%rikw
keZ
_ Zﬁlikef%rik(uﬂr%)
keZ
_ Zﬁkef%ri(lfk)(uﬂr%)
kEZ
e 2milwty) Z hke—m‘k(w%)

k€L
= e W (5 1L,

Hiermit folgt aus Satz 4.2.5 sofort

Korollar 4.2.6 Die Frequenzantworten G und H stehen in folgender Relation:
|H(w)]* +|Gw)|* =2. (4.24)
Die Frequenzantwort G nimmt folgende Werte an:

G(0)=0, G(i)=V2, (4.25)

Damit ist das Filter S als Hochpa8filter nachgewiesen. Die Gleichung (4.24)
bedeutet, dafl das Filter S genau die Frequenzen durchlidfit, die das Filter T’
eliminiert und umgekehrt.

4.2.2 Filterkoeffizienten und Wavelets

Ausgangspunkt unserer bisherigen Untersuchungen war der Wunsch nach der
Konstruktion einer orthogonalen Waveletbasis fiir die Raume W,,,. Mit folgen-
dem Satz, der auch das am Anfang dieses Abschnittes formulierte Hauptergeb-
nis umschliefft, wird diesem Wunsch entsprochen.
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Satz 4.2.7 Sei {V,,|m € Z} eine MRA mit Skalierungsfunktion ¢ € Vp. Die
Funktion ¢ € V_1 definiert durch

U(@) = V2D g —k) = grp-1k(x), (4.26)
keZ keZ
g = (=D hiy, (4.27)

wobei {hi|k € Z} die Koeffizienten der Skalierungsgleichung (4.16) sind, besitzt
die folgenden Eigenschaften

(i) {pmr() = 27227 - —k)|k € Z} ist eine ONB fiir Wiy,
(ii) {$mklm. k € Z} ist eine ONB fiir L*(R).

(i) @ ist ein Wavelet mit ¢y = [ ||~ (w)Pdw = 2In2.

Beweis: In einem ersten Schritt zeigen wir, daf3 ¢ € Wy C V_; ist:

(WO)le(- = = QZnghz (2-=k)|e(2- =2n —1))
keZ 1L
= D) ghubkonii =Y Gantih
keZ 1L I€7
4.27 _ _
20 > (D'hi— iyl
Ie7
= Z Bl—?(n—&—l);LQl - Z B—Q(n—&-l)f@l—&-l
1€z Iez
= ) hanhoopin) — Y hoamenhai
AEZ lezZ
= 0

Eine analoge Rechnung unter Verwendung von (4.18) verifiziert die Orthonor-
malitét von {¢(- —k)|k € Z}. Zum endgiiltigen Beweis von (i) und (ii) fehlt uns
nur noch die Vollstandigkeit von {¢(- — k)|k € Z} in Wy. Hierfiir iiberpriifen
wir die Vollstédndigkeit des orthonormalen Systems {¢(- — k), (- — k)|k € Z}
in V_1, denn Vy & Wy = V_;. Dafiir wiederum geniigt die Darstellbarkeit von
©-10 = V2¢(2) durch {¢(- — k),¥(- — k)|k € Z}. Wir benutzen (4.16) und
(4.26) und rechnen die Parsevalsche Identitéit nach:

2 (le@)le( = k)P + e (- = k) [)

keZ
- 42(‘Zh, N2 —2k:—l)>‘
kEZ lI€Z
[ ate@)we - —2k - 1))
leZ
= Z(‘Zhl(so%ﬂ‘ +‘Z )'ha- 1502k+l’2>
keZ lEZ leZ

76



= Zhgk‘*‘zhgkﬂzzhi

keZ keZ keZ

2

= [e-10l

Der Beweis von (iii) ist umfangreicher, und wir verweisen auf die Literatur

[Louis/MaaBl/Rieder]. O

Lemma 4.2.8 Die skalierten und translatierten Versionen v, des Wavelets
W erfillen die Skalierungsgleichung

Gk = D G5 Pm—12k15- (4.28)
j€L

Beweis: Dies ergibt sich sofort aus der Skalierungsgleichung (4.26) vollig analog
zu Lemma 4.2.2. ]

Wir bezeichnen im folgenden die Koeffizienten (hy)rez als die Skalierungsko-
effizienten und die Koeffizienten (g )rez als die Waveletkoeffizienten assoziiert
zu der MRA. Wir sprechen in diesem Zusammenhang auch von den Filtern
(hk)kez und (gx)rez und meinen eigentlich damit die durch diese Koeffizienten
definierten Filter. Fiir ein Beispiel der bisher behandelten Theorie verweisen
wir auf Abschnitt 4.4, wo die Haar-MRA ausfiihrlich besprochen wird.

Bemerkung 4.2.9 Das zu einer MRA assoziierte Wavelet ist nicht eindeutig
bestimmt. Definieren wir das Wavelet ¢ durch (4.26) und (4.27), so hat man
die fiir die praktische Implementation wichtige Eigenschaft, dal 1 eine reelle
Funktion ist, falls die Skalierungsfunktion ¢ reell ist. Fiir weitere Einzelheiten
siche S. 117 von [Louis/Maaf}/Rieder].

4.3 Schnelle Waveletalgorithmen

Aus der Multiskalenanalyse mit der Verbindung zur Wavelettheorie ergibt sich
die schnelle diskrete Wavelettransformation, auf die wir in diesem Abschnitt
ausfiihrlich eingehen wollen. Eine kuriose Konsequenz der Existenz einer MRA
ist, dafl eine Wavelettransformation eines Signals durchgefiihrt werden kann, oh-
ne daf} die Wavelets oder Skalierungsfunktionen explizit bekannt seien miissen.
Alles was benétigt wird, ist die Kenntnis des zur Skalierungsfunktion ¢ as-
soziierten Filters (hy)kez, das durch die Skalierungsgleichung (4.16) definiert
ist. Anstatt nun einen Waveletkoeffizienten (f|¢*!) durch das durch ein Inte-
gral definierte innere Produkt auszurechnen, macht man etwas wesentlich ein-
facheres: Das Signal (bzw. eine diskretisierte Form des Signals) wird mit dem
TiefpaBfilter (hg)rez (Skalierungskoeffizienten) und dem Hochpaffilter (g )rez
(Waveletkoeffizienten) gefaltet. Bevor durch ungenaue Andeutungen noch mehr
Verwirrung gestiftet wird, wollen wir uns sogleich in ,,medias res“ begeben.
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4.3.1 Schnelle Diskrete Wavelettransformation (FDWT)

Wir fithren in diesem Unterabschnitt den Algorithmus zur schnellen Berechnung
der diskreten Wavelettransformation ein. Zentrales Hilfsmittel hierbei ist die
Multiskalenanalyse, darauf aufbauend 1d8t sich der Algorithmus elegant und
einfach aus der Skalierungsgleichung (4.16) ableiten.

Betrachten wir dazu eine Funktion f in Vj, dem Grundraum der Multiskalen-
analyse zu einer Skalierungsfunktion ¢. (Dies ist der eigentliche Diskretisie-
rungsschritt! Mehr dazu spéter.) Die Funktion besitzt aufgrund der Definition
4.1.1 eine Entwicklung

fl@) = vdp(z—k) (4.29)

kEZ

mit den Entwicklungskoeffizienten

00 = (Ug)kez-

Wie bisher bezeichne 1 das zu ¢ gehérende orthonormale Wavelet (siehe (4.26)),
demnach bildet
{m e = 27227 - —k)[m, ks € Z}

eine Orthonormalbasis des L?(R). Jetzt kénnen wir mit der Berechnung der
diskreten Wavelettransformation, d. h. mit der Auswertung der Skalarprodukte

f@2M,2"k) = (flvmp),m € Z,k € Z, (4.30)
beginnen. Da wir f € V| vorausgesetzt haben und nach (4.13)
L*R) = Vo & D W)
<0

gilt, folgt (f|wm k) = 0 fir m < 0, es geniigt also in (4.30) die Skalarprodukte
fiir m € N zu berechnen. Dazu fithren wir die Bezeichnungen

wit = (), w™ = (wil'lk € Z) € £2(Z),
vt = (flemn), V"= (0 |k € Z) € £2(2),

ein. Aus den Skalierungsgleichungen (4.28) und (4.17) ergeben sich damit die
Darstellungen

wi' = (flmr) =D Gl flem-tonrt) = > Gioorv] (4.31)

I€Z I€Z
v = (flomp) = Z hi(flom—1.2641) = Z Elf%vzm_l‘ (4.32)
leZ lez

Damit ist der Zerlegungsalgorithmus bereits fertig: Ausgehend von der Folge
vY konnen wir die diskrete Waveletzerlegung rekursiv durch diskrete Faltungen
berechnen. Das kontinuierliche Signal f ist dabei in den Hintergrund getreten,
alle Operationen werden diskret auf den Koeffizienten v”* bzw. w™ ausgefiihrt.

78



Durch die Annahme f € V wurde implizit eine Diskretisierung des kontinuier-
lichen Signals f durchgefiithrt. Wir wollen spéter diskutieren, wie man dies in
die Praxis umsetzt und welche Probleme sich daraus ergeben.

Wir wollen uns die Rechenvorgéinge in (4.31) und (4.32) néher anschauen, die
man mit Hilfe der Zerlegungsoperatoren H und G ausdriicken kann. Wir defi-
nieren:

H:0%(7) — (*7)
v o= ((H'U)k:ZBl_kal)kEZ (433)

leZ
G:0*(7) — *(7)

v ((Gv)k = Zgl_%vl>kez, (4.34)

leZ

wobei wie iiblich h = (hy)kez bzw. g = (gi)kez die Folge der Skalierungskoeffi-
zienten bzw. die Folge der Waveletkoeffizienten bezeichnen. Die Operatoren H
und G sind nicht die iiblichen diskreten Faltungen - zum einen ist die Faltung
nur an jedem zweiten Index auszuwerten und zum anderen hat der Index [ — 2k
umgekehrtes Vorzeichen. In der Sprache der Signalverarbeitung wird dies als
,Faltung mit anschlieBender Dezimierung® (downsampling um den Faktor 2)
bezeichnet. Wir verweisen auf Abschnitt 7.1 fiir eine ausfiihrliche Diskussion
dieser Interpretation.

Fiir diesen Algorithmus erhalten wir das folgende einfache Schema zur Berech-
nung der diskreten Wavelettransformation auf den ersten M Skalen:

Schnelle diskrete Wavelettransformation (FDWT)

Eingabe: 00 = (U;g)kez
M Zerlegungstiefe (Anzahl der Skalen)

Berechne: w™ = Gyt firm=1,....M
V™ = Hy™m !

Ausgabe: v

00 i) vl i v2 pM-1 i oM
G G G
N\ N N

w! w? wM

Bei diesem Algorithmus erfolgt also die Analyse ausgehend von einer feinen
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Skala (hier Vj) in Richtung grober werdenden Skalen. Dabei ist die Wahl der
Anfangsskala Vj willkiirlich, man kdnnte ebenso mit der Skala V_1254 starten.

4.3.2 Schnelle diskrete Waveletrekonstruktion (FIDWT)

Wir wenden uns nun der Rekonstruktion der Ausgangsfolge c? aus den berech-
neten Koeffizientenfolgen {v™,w™|m =1,..., M} zu. Betrachten wir zunschst
den Vorgang, wie wir aus v! und w' die Folge v" rekonstruieren kénnen. Dazu
verwenden wir die orthogonale Zerlegung von V4 in die beiden Unterrdume V;
und Wj. Demnach gilt

0 1 1
E VpPok = Uj%@l,j+§ w;iPr,;
kEZ JEL =
1 1
= E Ch E hipo254+1 + E w; E 91P0,2j+1-
jez  lez jez  1lez

Dabei haben wir die Skalierungsgleichungen (4.17) und (4.28) verwendet. Ein
Koeffizientenvergleich ergibt

V) = Z ’U]lhk_Qj + Z wjl-gk_gj (4.35)
jez jez

Ebenso kénnen wir ausgehend von w™ und v™ zunéchst vM ! rekonstruieren.
Rekursiv werden dann die Zerlegungskoeffizienten w™ auf den Skalen M, ... 1
eingearbeitet. Der Rekonstruktionsalgorithmus &3t sich wiederum mit Hilfe von
Operatoren schreiben. Dazu fithren wir die zu H und G adjungierten Operato-

ren H* und G* ein:

H*:(*(Z) — *(Z)
v (H )k =Y hi_agjvslk € Z), (4.36)
JEZ
G*:(3(7) — ()
w o ((G*w)k:ng_gjwj]keZ). (4.37)
JEZ

Man rechnet durch geeignete Umsortierung der Summen nach, daf§ die defi-
nierenden Eigenschaften der adjungierten Operatoren (Hv|w) = (v|H*w) und
(Gu|w) = (v|G*w) tatsichlich gelten. Momentan ist fiir uns allerdings der Be-
griff des adjungierten Operators nicht weiter wichtig, und wir kénnen (4.36)
und (4.37) einfach als Definitionen von H* und G* auffassen.

Ein einzelner Rekonstruktionsschritt wird demnach beschrieben durch
o™t = H*™ + Gru™. (4.38)
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Schnelle diskrete Waveletrekonstruktion
Eingabe: M
oM owm m=1,...,M
Berechne: vl = H*™ 4 Gru™ firm=M,...,1
Ausgabe: WY
oM z M-1 HY M2 ot H 00
G* G* G*
/! /! /!
wM wM—1 w!

Bei diesem Algorithmus erfolgt also die Synthese ausgehend von der grébsten
Skala V3 in Richtung im feiner werdenden Skalen bis schliefSlich V{ erreicht ist.

4.3.3 Aufwandsanalyse der FDWT und FIDWT

Wir wollen nun den Aufwand der schnellen diskreten Wavelettransformation
(FDWT) bestimmen.

Dazu bendtigen wir den Begriff der Linge ¢(z) einer endlichen Folge x =
(zk)kez, also einer Folge mit nur endlich vielen Folgengliedern ungleich Null. Es
sei a € Z der kleinste Folgenindex mit x, # 0 und b € Z der grofite Folgenindex
mit 2 # 0, dann definieren wir ¢(z) := b — a + 1. Mit anderen Worten ist ¢(x)
die Lénge des Trégers der Folge .

Wir gehen davon aus, daf die Eingabefolge v° = (vg) rez eine endliche Lénge
N :=((2°)

hat. Desweiteren wollen wir uns auf den Fall endlicher Filter h = (hy)kez und
g = (9x)kez beschrinken. Dies ist insbesondere fiir die Filter des Haar-Wavelets
und der orthogonalen Daubechies-Wavelets der Fall. Nach Definition (4.27) von
g gilt £(g) = £(h). Bei der Waveletzerlegung werden sukzessiv fir m =1,..., M
die Koeffizientenfolgen

w™ =Gv™ ! und o™ = Hy™ !

berechnet. Dabei sind die Operatoren H und G ,,Faltungen* mit anschliefender
2-Dezimierung. Die Lénge der Faltung zweier Folgen x und y ist die Summe
der Linge der Folgen, also

Uz xy) =4L(x) + L(y).
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Durch die 2-Dezimierung wird die Lange der Faltungsfolge von Skala zu Skala

in etwa um den Faktor 2 halbiert. Damit erhalten wir fir m=1,..., M
(™) < Tl@™ )+ 0(h)] < (0™ + £(h) + 1)
(™) < TR +g)] < 5™ + £(h) + 1)

Induktiv folgen hieraus sofort die Abschitzungen

< 27™(W°) + £(h) + 1, (4.39)
< 27™0(wY) + £(h) + 1. (4.40)
Weiterhin sieht man, da der Algorithmus terminiert, falls M > logy N gilt.
Die Anzahl der maximal zu berechnenden Skalen M kann also durch logy N
abgeschétzt werden.

Mit einem primitiven Faltungsalgorithmus kann man die Faltung = % y zweier
endlicher Folgen x und y mit maximal 2/(x)¢(y) Operationen (Additionen und
Multiplikationen) bewerkstelligen. Damit kann der Gesamtaufwand G A fiir die
Berechnung der Folgen v™ und w™ fiir die Skalen m = 1,..., M abgeschétzt
werden durch

GA h) + 20(w™)(g))

Pﬂs

1

3
I

< ) A2 () + £(h)? + £(h))
m=1
< 40(°)e(h) +4M(£(h)* + L(h)).

Da M die GroBlenordnung log, N hat, kann man das Ergebnis wie folgt zusam-
menfassen.

Satz 4.3.1 Es sei Vy der Grundraum einer MRA mit Skalierungsfunktion o,
assoziertem Wavelet ¢ und Filterkoeffizienten h = (hy)kez endlicher Ldnge
((h). Weiterhin sei f € Vy ein Signal, also f(z) = Y ,cpvhe(x — k), so dafs
die Koeffizientenfolge vg = (v§)kez endliche Linge N = £(vo) habe. Dann hat
der Gesamtaufwand GA der Berechnung der schnellen diskreten Wavelettrans-
formation von f beziiglich des Mutterwavelets ¥ den Gesamtaufwand

GA=O(N).

Genauer kann GA abgeschiitzt werden durch cyp,)N, wobei cyp) eine von der
Filterlinge ¢(h) abhingige Konstante ist. Diese Abhingigkeit ist linear in £(h).

Der Aufwand der schnellen diskreten Waveletrekonstruktion 148t sich analog
bestimmen, und liefert ein analoges Ergebnis zu Satz 4.3.1.
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4.3.4 Diskretisierungsschritt des Signals

Wir wollen noch einmal betonen, dafl bei den schnellen diskreten Waveletal-
gorithmen weder die analysierenden Wavelets 1! noch das zu analysierende
Signal f diskret sind. Diskret ist nur das Gitter, an dem die Waveletkoeffizien-
ten w}’ = (f|¥m. k) berechnet werden. Hierbei handelt es sich um Integrale

Flibmr) = /R £ ()b (0) s,

die jedoch bei den schnellen DWT-Algorithmen nicht direkt, sondern iiber eine
Rekursion iiber den Skalenparameter m berechnet werden. Nun stellt sich die
berechtigte Frage, wie es tiberhaupt moglich sein kann, dafl Integrale zeitkon-
tinuierlicher Funktionen , diskret“ berechnet werden kénnen. Wo liegt der ei-
gentliche Diskretisierungsschritt, der Ubergang von zeitkontinuierlichen GroBen
(das Signal f und die Wavelets 1, ) zu zeitdiskreten Gréfen (die Wavelet- und
Skalierungskoeffizienten)?

Der eigentliche Diskretisierungsschritt liegt in der Annahme (4.29), dafi unser
Signal f im Grundraum V der MRA liegt, also eine Entwicklung der folgenden

Form hat:
fl@)=> viplx — k)
keZ

mit den Entwicklungskoeffizienten

W0 = (0 = (fle(- = k))rez.

Die Folge der Skalierungskoeffizienten vg ist der Rekursionsanfang der schnellen
DWT (siehe Unterabschnitt 4.3.1). In der Theorie ist der hergeleitete Algorith-
mus mit den ,richtigen“ Voraussetzungen sehr elegant, fiir die Praxis stellen
sich jedoch einige Fragen:

e Wie erhilt man aus dem zeitkontinuierlichen Originalsignal f € L?(R) ein
Signal im Grundraum Vj, das fiir den Rekursionsanfang unseres DWT-
Algorithmus benétigt wird? Welchen Fehler mufl man dabei in Kauf neh-
men?

e Die Annahme f € Vj garantiert uns zwar die Existenz der Folge der Ska-
lierungskoeffizienten v° = (v9)yez, wie kann diese aber bei einer konkreten
Implementation des Algorithmus aus f berechnet werden? Aus mathema-
tischer Sicht miiiten die Integrale (f|o(- —k)) bestimmt werden, deren
Berechnung (numerisch durch Approximationen) duflerst kostenintensiv
sind. Kommt man auf einem anderen, einfacheren Wege an die Koeffizi-
enten 1)2, zumindest wenn man einen kleinen Fehler in Kauf nimmt?

e In der digitalen Audiosignalverarbeitung haben wir es nicht mit zeitkon-
tinuierlichen Signalen f € L?(R) zu tun, sondern die Signale sind zeitdis-
kret, liegen also z.B. in gesampelter Form (f(k))xez vor. Wie laBt sich
der schnelle DWT-Algorithmus auf solche diskrete Signale anwenden?
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In der Praxis gibt es eine ganz einfache ,,Losung“ auf die in den Fragen formu-
lierten Probleme: Man verwendet einfach die Samplewerte (f(k))rez anstelle
der Skalierungskoeffizienten (v)rez. Diese Vorgehensweise macht erst einmal
streng gesehen keinen Sinn, von der die Autoren in ihrem Buch [Strang/Nguyen]|
sagen:

»-.. Is this legal [die Zahlen f(k) anstelle der (vY) zu verwenden]? No. It is a
wavelet crime. Some can’t imagine doing it, others can’t imagine not doing it.
Is this crime convenient? Yes. We may not know the whole function ¢ — f(¢), it
may not be a combination of (¢(- — k)rez, and computing the true coefficients
(V))rez may take too long. But the crime cannot go unnoticed - we have to
discuss it.“

Fiir eine ausfiihrlichere Diskussion verweisen wir auf S. 232 dieses Buches. Wir
beschranken uns hier auf ein paar Bemerkungen. Die grundlegende Annahme
bei dieser Vorgehensweise ist die Annahme

vp = f(k) (4.41)

fiir k € Z. Diese begriindet sich darauf, dafl viele Skalierungsfunktionen ¢ bzw.
deren Translate ¢(- — k) sich dhnlich wie die ,,Dirac-Funktion“ § bzw. 6(- — k)
um den Zeitpunkt ¢ = 0 bzw. ¢ = k konzentrieren und daher auch die inneren
Produkte eines Signals f mit ¢(- — k) und 0(- — k) zu &hnlichen Zahlen fithren:

v = (fle(- = k) = (flo(- — k)) = f(k).

Im konkreten Fall (abhéngig von der verwendeten MRA und den zugehorigen
Wavelets) ist es wichtig zu iiberpriifen, ob diese Approximationseigenschaft auch
tatsdchlich gegeben ist. Falls dies nicht der Fall ist, miissen die Samplewerte ge-
eignet (durch sogenannte Prifilter) ,vorverarbeitet* werden, bevor Sie anstelle
der (vQ)ez fiir den Start des DWT-Algorithmus verwendet werden kénnen.

Fazit: Da in vielen Féllen o) ~ f(k) gilt, kénnen bei der konkreten Imple-
mentation der schnellen DWT-Algorithmen die Samplewerte ( fx)rez (evtl. vor-
verarbeitet) anstelle der Koeffizienten (v)))gez als Startwerte benutzt werden.
Allerdings handelt man sich dabei fehlerbehaftete Waveletkoeffizienten w}" ein,
obwohl die schnellen DWT-Algorithmen an sich exakt sind! Das Originalsignal
f 148t sich damit nur noch approximativ aus den Koeffizienten zuriickgewinnen.

4.3.5 P, @),, und Waveletkoeffizienten

Die schnelle DWT von Unterabschnitt 4.3.1 berechnet ausgehend von der Folge
der Skalierungskoeffizienten v° = (vQ)ez eines Signals f € V; die Folgen der
Waveletkoeffizienten w™ = (w}")rez auf den Skalen m = 1,..., M und die
Folge der Skalierungskoeffizienten v™ = (vljy Jkez auf der M-ten Skala. Mit
diesen Daten lassen sich sofort die Projektionen

Qm(f) =D (Fltmp)tmp = D Wi mk

keZ keZ
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fiir die Skalen m = 1,..., M des Signals f auf W,, und die Projektion

Py (f) = Z<f\<PM,k>90M,k = ZUySOM,k

kEZ keZ

von f auf Vs angegeben. Analog liefert die schnelle diskrete Waveletrekonstruk-
tion die Folgen der Skalierungskoeffizienten v™ fiir die Skalen m = M, ..., 1,
mit denen sich die Projektionen P,,(f) angeben lassen.

Da in der Praxis meist weder die Skalierungsfunktion ¢ noch das Mutterwave-
let 9 explizit bekannt sind, lassen sich die Projektionen trotz der Kenntnis der
Koeffizienten oft nicht so leicht angeben. ,, Waveletspezialisten“ lesen die Ei-
genschaften des Singals f oft unmittelbar an den Waveletkoeflizienten ab. Fiir
eine graphische Darstellung der Waveletkoeffizienten im endlichen Fall (d. h. die
Folge v° hat endliche Linge N) faft man die M Folgen w',...,w™ und v™ zu
einer Folge

w(f) = (M, w™, wM=t L wh) (4.42)

zusammen. Diese Darstellung wird uns im Kapitel 5 iiber Anwendungen der
DWT begegnen (siehe z. B. Abbildung 5.4).

In der konkreten Anwendung ist die Linge N = £(v°) der Ausgangsfolge, die
ja auch die Komplexitét der schnellen DWT-Algorithmen bestimmt, wesentlich
grofer als die Filterlingen £(h) = £(g), z.B. gilt hiufig N > 10*, wihrend
¢(h) < 8 ist. Daher folgt aus den Abschétzungen (4.39) und (4.40):

l(w(f)) ~ N.

Durch eine kleine Modifikation des DWT-Algorithmus fiir Signale f € Vj mit
¢(v°) = N € N, N eine 2-er Potenz, kann man erreichen, daf8 die analog zu
(4.42) definierte Folge w(f) der modifizierten Waveletkoeffizienten fiir die Ska-
lenm=1,..., M =log(N) ebenfalls genau die Lénge N hat. Wir verweisen fiir
Einzelheiten auf das Buch von [Strang/Nguyen] in dem Kapitel iiber Periodisie-
rung und Spiegelung. Die modifizierte schnelle DWT, die den N Koeffizienten
v? die N Koeffizienten w(f) zuordnet, wird dabei durch eine orthonormale
N x N-Matrix realisiert.

Warnung: Zum Abschlufl dieses Abschnitts wollen wir nochmal eine unserer
periodisch wiederholten Warnungen bzgl. der L?>-Norm aussprechen. Wie wir
gesehen haben, 148t sich jedes beliebige Signal f € L?(R) darstellen als

f = Z Z<f‘¢m,k>¢m,k

mEZ keL

Diese Gleichung gilt jedoch wieder nur im L?-Sinne! Es ist wichtig sich diesen
Sachverhalt klar zu machen, da es sonst zu einer scheinbar paradoxen Aussage
kommt. Wir wollen dies im folgenden erldutern. Es sei fiir n € N

o= Z Z<f’wm,k>wm,k

—n<m<n k€Z
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Da fiir alle Wavelets v, ., m,k € Z, der Mittelwert f]R Y i (t)dt Null ist, gilt
dasselbe fiir die Funktionen f,. Da sich f als Grenzwert der f, ergibt, konnte
man meinen, daf§ auch der Mittelwert von f verschwinden miifite, obwohl die-
se Forderung an f nicht gestellt wurde. Hier wird die Tatsache entscheidend,
daf8 die Folge (f)nen nicht in der L!'-Norm (in diesem Fall miifite tatsichlich
auch der Mittelwert von f verschwinden) sondern in der L?-Norm gegen f
konvergiert. Mit anderen Worten ist es also moglich, eine beliebige Funktion
f € L*(R) als L2-Grenzwert einer Funktionenfolge zu erhalten, deren Mittel-
werte verschwinden.

4.4 Beispiel: Haar-MRA

In diesem Abschnitt wollen wir die in den vorherigen Abschnitten behandelte
Theorie an dem konkreten Beispiel des Haar-Wavelets nachvollziehen. Schon
im Jahr 1910 zeigte Haar, daf} eine Rechteckfunktion mit gewissen Translaten
und skalierten Versionen eine Basis des L?(R) aufspannt. Erst sehr viel spéter
wurde erkannt, daf Haars System ein Waveletsystem (und zwar das einfachste)
definiert.

Wir besprechen nun die von Haar angegebene MRA. Sei Vj der Raum aller
Funktionen in L?(R), die konstant auf den Einheitsintervallen [k, k + 1[, k € N
sind. Diese Funktionen f sind durch ihre Werte f(k) an allen ganzzahligen
Zeiten t = k festgelegt. Die Funktion ¢ — f(2¢) ist dann konstant auf allen
Halbintervallen und definieren den Raum V_;. Analog ist der Raum V_;,j € Z,
definiert als Raum der auf den sogenannten dyadischen Intervallen der Lange
277 konstanten Funktionen. Dabei ist ein dyadisches Intervall der Linge 277
und k € N definiert durch

Ijp=[k-279 (k+1)-277]
Es gelten offensichtlich die Inklusionen
{0}c...cVhocVicVycV.icV,ycC...C L*R),

da jede auf den Intervallen der Linge 277 konstante Funktion auch konstant ist
auf Intervallen halber Linge. Die Eigenschaften

) Vi = {0} und () € Vi <= f(2™) € Vi
meZ

sind leicht zu {iberpriifen. Die eigentliche Leistung von Haar bestand darin, die
Giltigkeit von

U Vi =L*®)

meZ

zu zeigen. Mit anderen Worten bedeutet dies, daf§ die auf den dyadischen In-
tervallen konstanten L2-Treppenfunktionen dicht in L?(R) sind, jede Funktion
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in L2(R) 1aBt sich also beliebig genau durch solche Treppenfunktionen appro-
ximieren (und zwar im L2-Sinne). Fiir einen Beweis dieser Aussage verweisen
wir auf die Literatur.

Damit haben wir bis auf die Existenz einer Skalierungsfunktion ¢ alle Ei-
genschaften von Definition 4.1.1 einer MRA nachgewiesen. Wir definieren die
Rechteckfunktion
1 falls 0<t«1
p(t) =

0 sonst.

Die Rechteckfunktion ¢ ist offensichtlich orthogonal zu seinen ganzzahligen
Translaten ¢t — ¢(t — k),k € Z (machen Sie sich das klar!) und diese Funk-
tionen bilden eine ONB von Vj. Damit definiert ¢ die fiir eine MRA geforderte
Skalierungsfunktion (siehe Abbildung 4.1).

Skalierungsfunktion Haar-Wavelet

1 1
051 1 0.5
0 0
-05f 1 -0.5
-1 -1

-0.5 0 0.5 1 15 -0.5 0 0.5 1 15

Zeitt Zeitt
Betrag der Frequenzantwort |H| Betrag der Frequenzantwort |G|
1 1
081 1 0.8
061 1 0.6
041 1 0.4
0.2r 1 0.2
0 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Frequenz w Frequenz w

Abbildung 4.1: Frequenzantworten H und G zur Haar-MRA.

Wir fassen nun die aus der allgemeinen Theorie gewonnen Ergebnisse von Ab-
schnitt 4.1 fiir unser konkretes Beispiel zusammen. Die Existenz einer Skalie-
rungsgleichung ist garantiert durch Lemma 4.2.1. In unserem Beispiel kann man
die Skalierungskoeffizienten raten. Es gilt

1 1

ok hy = 77 (4.43)

und alle weiteren Koeffizienten sind Null. Die Frequenzantwort H des Filters

ho =
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h:= (hk)kEZ ist

1 1 : )
H(w) = — + ——e 2™ = 7T \/9 cos(mw).
(w) NG (Tw)
Dies ist also bis auf einen Faktor und eine Modulation eine Cosinusfunktion
(siehe Abbildung 4.1). Wie schon in Satz 4.2.5 allgemein hergeleitet wurde, gilt
H(0) = v2und H(3) =0.

Die (hg)kez definieren einen Tiefpafifilter. Der zu diesem Filter assoziierte Hoch-
pafBifilter g = (g )kez ist definiert durch

_ 1 - 1
:h :—’ = —1 h :——,
390 1 \/5 g1 ( ) 0 \/5

und alle weiteren Koeffizienten sind Null. Das zur MRA gehorige Mutterwavelet
1 ist nach Satz 4.2.7 definiert durch

(4.44)

1 falls 0<t< %
Y(z) = ﬁzgkcp@x —k)=<¢ —1 falls % <t<l1
kez 0 sonst.

Dies ist das Haar-Wavelet, das uns schon h#ufiger in Beispielen begegnet ist
(siehe auch Abbildung 3.2 und 4.1 ). Nun lassen wir die ganze hergeleitete
mathematische Maschinerie wirken. Aus Satz 4.2.7 folgt, daf ¢ tatséchlich ein
Wavelet im Sinne von Definition 3.1.1 ist. Die {¢, x|k € Z}, k € Z, bilden eine
ONB von W,,, und {¢p, k|n, k € Z} eine ONB von L?(R). Unter anderem folgt,
dal das Mutterwavelet ¢ € Wy orthogonal zur Skalierungsfunktion ¢ € Vj und
deren Translate ist, was in diesem Beispiel unmittelbar einsichtig ist.

Wir wollen nun die schnelle DWT von Unterabschnitt 4.3.1 beziiglich des Haar-
Wavelets ¢ an einem konkreten Beispiel durchfiihren. Das in Abbildung 4.2
dargestellte Signal f € Vj ist gegeben durch

ft) = L) +1- 0 =1) + (=1) - ot =2) + (=1) - p(t = 3)
H(=D) et —4) + (1) - ot = 5) + (=2) -9t = 6) +2- ¢t = 7).

Damit ist also mit den Bezeichnungen von Unterabschnitt 4.3.1 die Koeffizi-
entenfolge 10 = (Ug)kez von f gegeben durch ¢° = (1,1,-1,—1,—-1,-1,-2,2)
(alle weiteren Koeffizienten sind Null und wir schreiben im folgenden nur die
wesentlichen Koeffizienten). Mit den Filtern h und g (siehe (4.43) und (4.44))
berechnen sich rekursiv fiir m = 1,..., M die Folge v der Skalierungskoeffizi-
enten durch

- _ 1 1 1 1
’UZL = Zhl_gkvlm - —Ug]i + —U;7€+1
leZ \/§ \/5
und die Folge w™ der Waveletkoeffizienten durch
m __ - m—1 __ 1 m—1 1 m—1
wk - Zgl*2kvl — Eva - Ev2k+l

leZ
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Bei der DWT mit dem Haar-Wavelet sind die Koeffizienten der m-ten Skala
also mit % gewichtete Summen- bzw. Differenzen zweier benachbarter Koeffi-
zienten der (m — 1)-ten Skala. Damit ergibt sich fiir unser Signal f folgendes
Berechungsschema:

1 1 -1 -1 -1 -1 -2 2
V2 -2 -2 0
0 0 0 —2v/2

E & & ¢ €& & <
w W NN == O
o
|
—_

S-S

Signal f an 8 Abtastpunkten und DWT mit dem Haar-Wavelet auf den ersten 3 Skalen

2 2
f 0 f 0
-2 -2
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
2 2
PO o E— QM o
-2 -2
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
2 2
P of—— 1 QM o 4’_17
-2 -2
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
2 2
P, o QM of 1
-2 -2
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
Approximationen von f Details von f

Abbildung 4.2: Beispiel fiir die DWT mit dem Haar-Wavelet eines Signals f

In Abbildung 4.2 ist das Signal f mit seinen Projektionen P;(f) bzw. Q;(f) auf
die Unterrdume V; bzw. W; fiir i = 1, 2, 3 dargestellt. Dabei berechnet sich zum
Beispiel die Projektion Q2(f) aus der Folge w? der Waveletkoeffizienten durch

Qa(f) = withop = 20 — Lha1 = ()~ 1(F2).

keZ

Wir wollen uns abschliefend noch die DWT mit dem Haar-Wavelet zweier uns
schon bekannter Signale anschauen.
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Chirpfunktion f(t)=sin(20n(t/N)2), N=128, und DWT mit dem Haar—Wavelet auf den ersten 7 Skalen

1 1
f 0 f 0
-1 -1
0 50 100 0 50 100
1 1
PO o o, OVWMMNWWVW\AM/\M/\NVMMNW
-1 -1
0 50 100 0 50 100
1 1
-1 -1
0 50 100 0 50 100
1 1
P00 %0 o W
-1 -1
0 50 100 0 50 100
1 1
PO of L —— 1 o0 o W\N
-1 -1
0 50 100 0 50 100
1 1
Ps® o QM ofp r——-— [
-1 -1
0 50 100 0 50 100
1 1
e —\—/§
P 0 QM o
-1 -1
0 50 100 0 50 100
1 1
P o QM of /|
-1 -1
0 50 100 0 50 100
Approximationen von f Details von f

Abbildung 4.3: DWT des Chirpsignals

In Abbilung 4.3 sind die Projektionen des Chirpsignals
f(t) = sin(20m(t/N)?)

auf die Raume V; und W; fiir die Skalen ¢ = 1,2..., M, M = 7, dargestellt.
Dabei wurde f an den Zeitpunkten ¢t = 1,2,..., N, N = 128, abgetastet, und
die Folge der Abtastwerte des Signals wurde als Folge v° von Skalierungskoef-
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fizienten interpretiert, also
vy~ f(k) fir k=1,2,...,N.

Wir erinnern, dafl dies eigentlich mathematisch nicht korrekt ist, aber eine in der
Praxis géingige Vorgehensweise ist. Fiir eine Diskussion hierfiir siche Abschitt
4.3.4.

An diesem Beispiel sieht man sehr gut, wie die Waveletkoeffizienten der Skalen
mit niedrigem Index die hochfrequenten Anteile des Signals f kodieren. In der
Zerlegung auf der ersten Skala wiichst das ,Detail* @Qq(f) mit zunehmender
Zeit, was den stetig wachsenden Frequenzen des Chirpsignals f bei zunehmender
Zeit entspricht. Q1(f) stellt die hohen Frequenzanteile des Signals f dar. Die
Projektion Pj(f) ist die Differenz des Signals f und dem Detail @Q1(f). Bei
der Berechnung der zweiten Skala wird nun die Projektion P;(f) weiter zerlegt
in einen hochfrequenten Anteil, dem Detail Q2(f), und einem niederfrequenten
Anteil Py(f). Pa(f) ist eine gegléttete Version von P (f). Dieses Verfahren wird
nun iteriert, bis die Projektion P;(f) eine auf [1 : N] konstante Funktion ist.
Dies ist der Fall, wenn wir in unserem DFT-Algorithmus nur noch einen nicht-
trivialen Koeffizienten in der Folge v (hier M = 7) haben.

In Abbildung 4.4 ist in analoger Weise das Signal f, eine Uberlagerung zwei
reiner Sinusschwingungen der Frequenzen w = 50 und w = 5 mit zwei Impulsen
bei t = N/4 und t = N/2, dargestellt. Interpretieren Sie wie im vorherigen
Abschnitt die Projektionen P;(f) und Q;(f). Die Impulse des Signals sind be-
sonders gut in den hochfrequenten Detailstufen @Qq(f) und Q2(f) erkennbar.
Waihrend die Sinusschwingung der Frequenz w = 50 besonders gut im Detail
Q2(f) erkennbar ist, schlidgt sich die Sinusschwingung der Frequenz w = 5 be-
sonders gut in den Projektionen Po(f) und P3(f) nieder.
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f(t)=sin(1007t (/N))+sin(107t (t/N)), N=256, Impulse bei t=64 und t=128, und DWT mit dem Haar-Wavelet, 5 Skalen

4 4
2 2

f 0 f 0
-2 -2
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250
4 4
2 2

PO o Q) oMM MMM
-2 -2
o 50 100 150 200 250 o 50 100 150 200 250
4 4
2 2

PO o Q,M o
-2 -2
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250
4 4
2 2

P,(f) OM Q4(f) ODWWW
-2 -2
o 50 100 150 200 250 o 50 100 150 200 250
4 4
2 2

P,0 ow Q,0 OM
-2 -2
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250
4 4
2 2

PO of T L——— | Q0O o [ Ll [
-2 -2
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250

Approximationen von f Details von f

Abbildung 4.4: DWT einer iiberlagerten Sinusschwingung mit zwei Impulsen
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Kapitel 5

Anwendungen der DWT

In den bisherigen Kapiteln haben wir verschiedene Transformationen eines Sig-
nals f studiert, u. a. die Fouriertransformation, die WFT und die DWT. Ziel ist
es, neben der durch das Signal f gegebenen Zeitinformation weitere Informatio-
nen iiber f zu erhalten, z. B. Informationen tiber die vorkommenden Frequenzen
oder Auftreten von Singularitéiten (z.B. auch in hoheren Ableitungen, die oft
nicht aus einer graphischen Darstellung von f erkennbar sind). Die Transfor-
mationen liefern eine andere Darstellung des Signals, man spricht hier auch
vom sogenannten Transformationsbereich, aus der diese Informationen (mehr
oder weniger) direkt ablesbar sind. So lassen sich z. B. Informationen iiber die
Frequenzzusammensetzung des Signals f aus der Fouriertransformierten f ab-
lesen. Im DWT-Bereich (das heifit an den Waveletkoeffizienten des durch eine
DWT transformierten Signals f) kann abgelesen werden, welche Details (Ska-
lenparameter s des Waveletkoeffizienten) zu welcher Zeit (Zeitparameter t des
Waveletkoeffizienten) mit welcher Intensitét (Grofle des Waveletkoeffizienten)
im Signal vorkommen. Eine mogliche Rekonstruktion des Signals f aus seiner
Transformierten besagt dabei, daf3 durch die Transformation keine Information
verlorengeht, die Transformation ist invertierbar.

Natiirlich besteht kein Sinn darin, erst ein Signal zu transformieren, um es dann
sofort wieder zu rekonstruieren. Zwischen diesen beiden Schritten spielt sich nun
die eigentliche Signalverarbeitung ab. Wir transformieren ein Signal f mit einer
geeigneten Transformation 7" und erhalten eine fiir die eigentliche Verarbeitung
transparente Darstellung 7'(f). Ein Signalprozessor verarbeitet die Daten T'( f)
zu modifizierten Daten T'(f)* aus der wir durch Riicktransformation 7! ein
modifiziertes Signal f* := T~1(T(f)*) erhalten.

f —| Transf. T |— | Prozessor | — | Inverse Transf. T~ 1| — f*

Die bisher behandelten Transformationen T’ sind stetig mit stetiger Inversen
T~'. Diese Eigenschaft ist fiir die Signalverarbeitung von groBer Bedeutung,
da aufgrund dessen kleine Verédnderungen an den Daten T'(f) durch inverse
Transformation zu kleinen Verédnderungen des urspriinglichen Signals fiihren.
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Wir wollen in diesem Kapitel einige DWT-basierte Anwendungen diskutieren.
Da Wavelettransformationen die Energie einer grofien Klasse von Signalen in
einer kleinen Anzahl von Waveletkoeffizienten konzentriert, liefern sie ein geeig-
netes Hilfsmittel fiir Kompressionsverfahren von Signalen. Zum Beispiel benutzt
das FBI Wavelet-basierte Kompressionsverfahren zur digitalen Speicherung und
Lagerung von Fingerabdriicken. Die Eigenschaft einer DWT, dafi sich die we-
sentlichen Eigenschaften vieler Signale in einigen wenigen groflen Waveletkoef-
fizienten niederschlagen, kann fiir die Rauscherkennung in Signalen verwendet
werden und fithrt zu Algorithmen zur Rauschunterdriickung (Denoising). So
wurde vor kurzem eine von Brahms aus dem Jahre 1889 eigenhéndig eingespiel-
te Version des Ungarischen Tanzes Nr. 1 mit Waveletmethoden untersucht. Die
urspriingliche Wachszylinder-Aufnahme wurde im Jahre 1935 zu einer LP verar-
beitet, deren Qualitét so schlecht war, dafl die eigentliche Interpretation vollig
im Rauschen unterging und die Aufnahme musikwissenschaftlich iiberhaupt
nicht verwendet werden konnte. Erst durch Wavelet-basierte Verfahren konnten
musikwissenschaftlich relevante Information extrahiert werden, die interessante
Aufschliisse iiber die Brahmssche Interpretation seines eigenen Stiickes liefer-
ten. So stellte man fest, dafl Brahms sich sehr viele Freiheiten nahm, an einigen
Stellen den eigentlichen Notentext verlief und improvisierte (siehe [Hubbard]).

5.1 DWT-basierte Rauschunterdriickung

Die DWT-basierte Rauschunterdriickung (Denoising) basiert auf folgender Me-
thode: Das verrauschte Signal f wird durch eine geeignete DW'T transformiert.
Die Transformierte 7'(f) wird mit einem Schwellenwertverfahren bearbeitet,
d. h. es werden die Waveletkoeffizienten unter einem bestimmten Schwellenwert
oder Threshold entfernt, und man erhilt 7'(f)*. Wir nennen dieses Verfahren im
folgenden auch Thresholding. Die Riicktransformation mit der inversen DW'T
aus den so modifizierten Waveletkoeflizienten liefert das entrauschte Signal f*.
Diese Methode basiert auf der Eigenschaft der DW'T, die wesentlichen Informa-
tionen fiir eine grofle Klasse von Signalen auf wenige, dafiir aber grole Wavelet-
koeflizienten zu konzentrieren. Falls die Energie eines Signals f in einer kleinen
Anzahl von Waveletkoeflizienten konzentriert ist, so sind diese Koeffizienten
grof} im Vergleich zu Koeffizienten von Storsignalen oder Rauschen. Dabei geht
man davon aus, daf sich die Energie dieser Rauschsignale auf eine grofle Anzahl
von Koeffizienten verteilt. Das bedeutet, dal Thresholding das Rauschen oder
die unerwiinschten Storsignale niedriger Amplitude im DWT-Bereich entfernt
und das erwiinschte Signal durch inverse DWT mit einem niedrigen Verlust an
Details zuriickgewonnen werden kann.

Bei klassischen Methoden der Rauschentfernung wurde mit Hilfe der Fourier-
transformation versucht, die Frequenzspektren des eigentlichen Signals und des
Storsignals zu trennen, um diese dann durch lineare Filterung zu entfernen. Bei
Uberlappung der Frequenzspektren von Original- und Stérsignal war ein De-
noising nicht moglich. Die neue Methode des Thresholding, welches ein nicht-
linearer Prozess ist, basiert auf einer anderen Idee. Anstelle die Frequenzspek-
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tren zu trennen, wird durch die DW'T eine Amplituden-basierte Trennung des
eigentlichen Signals vom Storsignal angestrebt.

Bei dem soeben beschriebenen Verfahren tauchen sofort einige Fragen auf:

e Was ist iiberhaupt Rauschen? Was sind die Storsignale? (Z.B. stellt ein
Unterseeboot fiir Forscher, die unter dem Meer nach Ol suchen, ein Stdrsi-
gnal dar. Dasselbe Unterseeboot kann aber fiir das Militdr das eigentliche
Signal sein.)

e In der Praxis tauchen verrauschte Signale auf, ohne dafl man das eigentli-
che Signal kennt. Wie kann man also festlegen, welche Komponenten des
verrauschten Signals Rauschen darstellen, und welche nicht. Wie kann der
Rauschpegel genau bestimmt werden?

e Nach welchen Kriterien kann die Qualitidt entrauschter und verbesserter
Signale bewertet werden?

e Bei der Thresholding-Methode werden alle Waveletkoeffizienten unterhalb
eines bestimmten Schwellenwertes entfernt. Wie wird dieser Schwellenwert
festgesetzt?

e Welche Wavelets eignen sich fiir die DW'T?

Die Losung dieser Probleme und die Wahl geeigneter Parameter ist sehr stark
von der zu untersuchenden Signalklasse abhéngig. Es gibt in diesem Bereich der
digitalen Audiosignalverarbeitung noch viele ungeltste Fragen, und er stellt ein
aktuelles Forschungsgebiet dar. Wir wollen im folgenden einige dieser Fragen
ndher beleuchten.

5.1.1 Weifles Rauschen

Zur Modellierung eines verrauschten oder gestorten digitalen Signals (sp)nez
wird hiufig folgender Ansatz gewihlt:

Sp = fn+oep.

Hierbei ist (f,)nez das ungestorte digitalisierte Signal und (ey,)nez ist N(0, 1)-
verteiltes GauBsches weifles Rauschen. Die Konstante ¢ € R* bezeichnet den
Rauschpegel. In diesem Unterabschnitt wollen wir auf den Begriff des weiflen
Rauschens néher eingehen. Hierzu fassen wir die nétigen Grundlagen aus der
Wahrscheinlichkeitstheorie kurz zusammen.

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum (W-Raum). Eine Zufallsvariable X
(ZV X) ist definiert als meBbare Abbbildung

X: Q- R,

also liegt u. a. das X-Urbild jedes Intervalles von R in A. Ein einfaches Beispiel
hierfiir liefert die Bernoulli-ZV X : Q — {—1,1}, die nur die zwei Werte 1 und
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—1 annimmt. Es gilt dann P(X = 1) = p und P(X = —1) = 1 — p fiir ein
p € [0,1]. Die Schreibweise P(X = 1) bedeutet P({w € Q : X(w) = 1}). Die
Bernoulli-ZV modelliert zum Beipiel das Experiment des einmaligen Werfens

einer Miinze, wobei z. B. die 1 Kopf und die —1 Zahl bedeutet. Bei einer , fairen*
Miinze ist dann p = %

Die Verteilungsfunktion einer ZV X ist definiert durch
Fx(a):=P(X < a).

Ist F'x differenzierbar, so definiert man die Wahrscheinlichkeitsdichte von X
durch

fx(@) = (FFx)(a).

Der Erwartungswert pux gibt eine Art Durchschnitt oder Schwerpunkt einer ZV
X an und ist definiert durch

ux = E(X) = /00 afx(a)da.

—00

Die Varianz c% bzw. die Standardabweichung ox als eine Mafizahl fiir die
Streuung um diesen Schwerpunkt ist gegeben durch

0% = Var(X) := E([X — E(X)]*) = E(X?) — E(X)?

Existieren fiir zwei Zufallsvariable X und Y die Werte E(X?) und E(Y?), so ist
die Kovarianz definiert durch

Cov(X,Y)=E(X —EX))(Y —E(Y))) = E(XY) - E(X)E(Y)
und der Korrelationskoeffizient durch
pxy = Cov(X,Y)/(oxoy).

Die ZV X und Y heien unkorreliert, falls Cov(X,Y’) = 0.

Die Gaufsche Zufallsvariable oder Normalverteilung ist eine in der W-Theorie
sehr wichtige ZV. Diese ZV X ist definiert {iber ihre Dichte

(Dies ist die GauBische Funktion mit den Parametern o und p. Erinnern Sie sich,
daf uns diese Funktion schon in einem vollig anderen Zusammenhang begegnet
ist? Stichwort ., Heisenbergsche Unschirferelation®.) Man rechnet nach, daf fiir
die ZV X folgendes gilt:

pux =p und ox =o.
Man sagt auch, dal X eine N (p, o)-Verteilung ist.
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Definition 5.1.1 Weifles Rauschen ist eine Folge (X,,)nez von unkorrelierten
Zufallsvariablen X, mit demselben Erwartungswert ux, = p und derselben Va-
rianz Jg(n = 02 fiir alle n € Z. Es gilt also Cov(X;, X;) = 0, falls i # j, und
Cov(X;, X;) = Var(X;) = o2.

Wir wollen uns diese Definition an zwei Beispielen verdeutlichen, die in Abbil-
dung 5.1 illustriert sind.

e Beim weiflen Bernoulli-Rauschen sind alle ZV X,, Bernoulli-ZV. Falls p =
%, dann gilt ¢ = 0 und und o = 1. Dabei sind die ZV X, unkorelliert. Zur
Interpretation verwenden wir wieder das Experiment des Werfens einer
fairen Miinze. Jedes X,, entspricht dem einmaligen Werfen der Miinze. Die
Unkorreliertheit besagt, dafl das Ergebnis des i-ten Wurfes unabhéngig ist
vom Ergebnis des j-ten Wurfes, falls ¢ # j.

e Beim weiflen Gaufischen Rauschen sind alle ZV X,, N (u, o)-verteilt. In
Abbildung 5.1 ist ein solches Rauschen mit den Parametern g = 0 und
o = 1 dargestellt.

Bernoulli-verteiltes weiRes Rauschen

AT 0 TR
UM T AR a1
| Wdﬂ MLWHNH" \ ‘x ﬂxr‘mhm MHJ‘.JIHT\ MHM\WHL {l m M, |

Abbildung 5.1: Beispiele fiir weifles Rauschen.

In der Audiosignalverarbeitung wird haufig davon ausgegangen, dafl es sich bei
dem Rauschsignal (e,)nez um N (0, 1)-verteiltes GauBisches weiles Rauschen
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handelt, d.h. fiir jedes n € Z ist e, eine N(0, 1)-verteilte Zufallsvariable. Der
Rauschpegel o ist ein Skalierungsfaktor, der modelliert, mit welcher Intensitit
das Rauschen vorliegt. Ein kleiner Wert o entspricht einem schwachen Rauschen
und ein grofler Wert o einem starken Rauschen. Es gilt

Var(oe,) = 0?Var(e,) = o2,

d. h. die Standardabweichung der ZV oe,, ist gleich dem Rauschpegel o. Dies
erklidrt auch die Wahl der Bezeichnung o fiir den Rauschpegel.

N(0,1)-verteiltes Gaul3sches weies Rauschen (N=1024 Samples)
4 T T T T T T T

-4 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Betrag der Fouriertransformation auf dem Frequenzband [0:500]
0.1 T T T T T T T

O 1 1 1 1 1 1 1 I 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Koeffizienten der DWT bezuglich des Wavelets db2
4 T T T T T T

-4 I I I I I I I I I I
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Abbildung 5.2: Beispiel fiir weifles Rauschen.

In der Abbildung 5.2 wurde durch einen Zufallsgenerator, dem eine N(0, 1)-
Verteilung zugrundeliegt, ein weifles Rauschsignal auf dem Einheitsintervall
[0,1] mit der Abtastrate N = 1024 erzeugt. Weifles Rauschen ist dadurch cha-
rakterisiert, daf} alle Frequenzen (im statistischen Sinne) mit derselben Energie
vorkommen. Dieser Sachverhalt spiegelt sich auch in Abbildung 5.2 wider: Wenn
man den Betrag der Fouriertransformierten des Rauschsignals betrachtet, so ist
kein Frequenzbereich, kein Frequenzband, gegeniiber einem anderen ausgezeich-
net. Jeder Abtastwert der Fouriertransformierten scheint unkorelliert denselben
statistischen Gesetzméfigkeiten zu geniigen, so dafl im statistischen Mittel ein
konstanter Wert fiir alle Frequenzen zu erwarten ist.

Dieser Sachverhalt spiegelt sich auch in der (orthogonalen) DWT eines Rausch-
signals wider. Auch die Waveletkoeffizienten sind unkorrelierte Zuvallsvariablen
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derselben Zufallsverteilung. In Abbildung 5.2 wurde die DWT des Rauschsi-
gnales mit N = 1024 Abtastwerten auf den ersten M = 10 Skalen beziiglich
des db2-Wavelets berechnet. Die Folge w™ der Waveletkoeffizienten auf der m-
ten Skala hat dabei ungefdhr die Lénge N - 27™. Dabei wurden die M Folgen
wh,w?, ..., wM und die Folge der Skalierungskoeffizienten v der M-ten Skala
zu einer Folge w := (v™,w™, w™=1 ... w') zusammengefaBt (die Linge dieser
Folge ist dann ungefihr N = 1024+ Filterlinge) und graphisch dargestellt. Man
erkennt, daf die Folge w sich wie das Rauschsignal selbst verhélt. Die Energie
des weiflen Rauschsignals verteilt sich im statistischen Mittel gleichméfig auf
alle Waveletkoeffizienten, es findet keine Konzentration der Energie in einigen

wenigen Waveletkoeflizienten statt.

5.1.2 Thresholding

Bei der Entfernung von ,stérenden“ Waveletkoeffizienten wurden u. a. von Do-
noho (sieche [Donohol) zwei Verfahren vorgeschlagen.

e Das sogenannte Hard-Thresholding setzt unter Benutzung einer vorgege-
benen Schranke § alle Waveletkoeffizienten auf Null, die betragsméflig un-
terhalb dieser Schranke liegen. Als Funktion T},,,q der Inputkoeffizienten
c ist also Hard-Thresholding gegeben durch

5 _J e falls || >4
Thara(e) { 0 falls |c¢| <.

e Das sogenannte Soft-Thresholding ist eine Erweiterung des Hard-Thres-
holding. Unter Benutzung einer vorgegebenen Schranke § werden alle
Waveletkoeffizienten auf Null gesetzt, die betragsméiflig unterhalb dieser
Schranke liegen. Danach werden alle weiteren Koeffizienten betragsméfig
um den Wert § verringert. (Man bezeichnet diese Vorgehensweise oft auch
als Wavelet Shrinkage.) Damit ist Soft-Thresholding definiert durch die

e (©)(lel =) falls |e] > 9
5 ] sign(c)(|c| — alls |[c| >

Topele) 1= { 0 falls |c| <.

Die beiden Funktionen 7}, , und T2 s(c) sind in Abbildung 5.3 dargestellt.

5.1.3 Wahl der Schranke fiir Thresholding

Es sei im folgenden T' = DW'T eine diskrete Wavelettransformation beziiglich
eines fixierten orthogonalen Wavelets (z. B. Daubechies-Wavelets). Gehen wir
von einem endlichen digitalen Signal x = (1, 22, ...,zy) mit N =2M M € N,
aus, dann transformiert 7' dieses Signal auf den ersten M Skalen in die Fol-
ge w = (VM wM wM=1 .  w!) der Linge N+Filterlinge von Skalierungs-
und Waveletkoeffizienten. Durch eine kleine Modifikation der DW'T, auf die wir
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ohne Thresholding Hard-Thresholding Soft-Thresholding

+d +0

Abbildung 5.3: Hard- und Soft-Thresholding.

hier nicht niher eingehen wollen (Stichwort: Periodisierung oder Spiegelung des
Signals, siehe [Strang/Nguyen]), kann erreicht werden, daf§ man genau N ,,mo-
difizierte“ Waveletkoeffizienten erhélt und sich T durch eine orthogonale N x N-
Matrix Ty realisieren ldfit. Im folgenden bezeichnen wir mit w”* = (w})o<n<n
die Folge der Waveletkoeffizienten w” := Ty (x).

Wie in Unterabschnitt 5.1.1 benutzen wir wieder das Modell
Sn = fn+ oen.

Dort wurde erkliirt, da$ das N(0, 1)-verteilte Rauschsignal (e;, ),ez unter einer
DWT ebenfalls in N(0, 1)-verteiltes Rauschen iibergeht, d.h. die Waveletkoef-
fizienten w¢, sind ebenfalls unkorrelierte N (0, 1)-verteilte Zufallsvariable.

Vergleicht man also den Waveletkoeffizienten w; des verrauschten Signals s mit
dem Waveletkoeflizienten w£ des Originalsignals, so hat man eine Abweichung
von ¢ im statistischen Sinne zu erwarten, namlich die Standardabweichung der
NV w; — wh = owg. Damit bietet sich in diesem Fall als Schranke ¢ fiir das
Thresholding der Wert § = ¢ an. Man kann zeigen, dafl diese Wahl in einem
statistischen Sinn (bzgl. des sogenannten risk measure) fiir das mit dem Wert
0 = o durch Hard-Thresholding gewonnene entrauschte Signal f* ein optimales
Ergebnis liefert.

Soviel zur Theorie. In der Praxis haben wir eine vollig andere Situation, da
weder das Orignialsignal f, noch die Art des Rauschens, noch der Rauschpegel
o gegeben sind. Die einzige Information, die wir zur Verfiigung haben, ist das
verrauschte Signal s. Unter der Annahme, dafl es sich beim Rauschsignal um
N (0, 1)-verteiltes weifles Rauschen handelt (schon dies ist eine Idealisierung und
meistens auch falsch), muf} also der Rauschpegel o und die Schranke § geeignet
geschétzt werden. Dies ist jedoch ein Kapitel fiir sich, und man benétigt viele
Grundlagen iiber Schétzer aus der Wahrscheinlichkeitstheorie. Wir wollen hier
auf die Einzelheiten nicht weiter eingehen. Es haben sich in der Praxis mehrere
Verfahren zur Schitzung von ¢ bewéhrt, die zum Beispiel auch unter MATLAB
installiert sind (siehe thselect). U.a. sind hier zu nennen:

e Steins Unbiased Estimate of Risk (quadratic loss function). Dies fiihrt
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zum sogenannten SURE-Thresholding.
e Minimax-Schétzer.

e Kombinierte Verfahren.

Unter der Voraussetzung, dafl uns ein solches Verfahren zur Verfiigung steht,
wollen wir uns nun dem eigentlichen Algorithmus zuwenden.

5.1.4 Algorithmus zur Rauschunterdriickung

Gegeben: Digitales verrauschtes Signal s mit N Abtastwerten.
Eventuell Informationen iiber die Eigenschaften des Originalsignals (zwar
ist das Originalsignal unbekannt, trotzdem kann man h&ufig davon aus-
gehen, daf} es in einer bestimmten Signalklasse liegt, z. B. einen gewissen
Glattheitsgrad besitzt.)

Voraussetzungen: Dem Rauschanteil liegt eine N(0, 1)-Verteilung zugrunde
(GauBsches weiBes Rauschen).

Parameter: Wahl des Wavelets fiir die DW'T.
Wahl einer geeigneten Schranke § durch eines der oben beschriebenen
Verfahren.
Wahl der Thresholding-Methode (hard oder soft).

Aufgrund der zu erwartenden Eigenschaften des Originalsignals werden die Pa-
rameter gewéhlt, die damit von der konkreten Anwendung abhéngen. Der Al-
gorithmus zur Rauschunterdriickung (Denoising) erfolgt in drei Schritten:

(1) Transformiere das verrauschte Signal s mit der DWT und erhalte die
Waveletkoeffizienten (wy)).

(2) Wende Hard- oder Soft-Thresholding mit Schranke ¢ auf die Waveletko-
effizienten an (Signalverarbeitung im DWT-Bereich).

(3) Rekonstruiere das Signal aus den so modifizierten Waveletkoeffizienten
(inverse DWT) und erhalte das entrauschte Signal f*.

Der so beschriebene Algorithmus kann z.B. auf folgende Weise in MATLAB
implementiert werde. Die folgenden Beispiele im Unterabschnitt 5.1.5 wurden
durch ein &hnliches Programm erzeugt.
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%DWT-based Denoising by Thresholding implemented in MATLAB
clear;

N=1024; %number of samples

t=1:N;

wavelet=’db8’; Y%wavelet

M=floor (log2(N)); Jnumber of scales

e = randn(1,N); %white N(O,1)-distributed noise
sigma = 0.3; Jnoise level sigma
f=sin(50*pi*(t/N)~ 2) %original signal, chirp-signal
s=f+sigma*e; %noisy signal

thr=thselect(s, ‘rigrsure‘); %threshold

%DWT of s, wavelet coefficients are w
[w,1]=wavedec(s,M,wavelet);

%hard thresholding, modified wavelet coefficients are whard
whard=w;
for k=(1(1)+1) :length(whard),
if abs(whard(k))<=thr whard(k)=0; end
end

%soft thresholding, modified wavelet coefficients are wsoft
wsoft=whard;
for k=(1(1)+1) :length(wsoft),

if wsoft(k)<>0 wsoft(k)=sign(wsoft(k))x*(abs(wsoft(k))-thr);end
end

Jreconstruction, denoised signal fhard and fsoft
fhard = wrcoef(‘a‘,whard,l,wavelet,0);
fsoft = wrcoef(‘a‘,wsoft,l,wavelet,0);

%plot original signal f, noisy signal s and

%denoised signals fhard, fsoft

subplot(4,1,1); plot(t,f); title(‘original signal f°)
subplot(4,1,2); plot(t,s); title(‘noisy signal s‘)
subplot(4,1,3); plot(t,fhard); title(‘denoised signal fhard‘)
subplot(4,1,4); plot(t,fsoft); title(‘denoised signal fsoft‘)

Das Ergebnis dieses Programms sieht man in der linken Spalte von Abbildung
5.4.
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5.1.5 Beispiele zur Rauschunterdriickung

In Abbildung 5.4 ist das Originalsignal f ein Chirpsignal. Man erkennt in der
rechten Spalte, dafl die Waveletkoeffizienten beziiglich der DW'T mit dem db8-
Wavelet in einigen wenigen, dafiir aber groflen Koeffizienten konzentriert sind.
Wie schon oben beschrieben sind dabei in der graphischen Darstellung die Wa-
veletkoeffizienten folgendermafien organisiert:
w = (M, wM WMt wh,

wobei w™, m =1,2,..., M, die Folge der Waveletkoeffizienten der m-ten Skala
ist und v™ die Folge der Skalierungskoeffizienten der M-ten Skala. Wir erinnern
daran, dafl die Folge w™ ungefihr die Linge N - 27 hat.

In der DWT des verrauschten Signals s erkennen wir, daf3 die Rauschkompo-
nente ce zuséitzliche Waveletkoeflizienten auf allen Skalen liefert. Dabei verhal-
ten sich die (e,) wie unkorrelierte A (0, 1)-verteilte Zufallsvariable, die Ener-
gie der Rauschkomponente ist auf alle Waveletkoeffizienten verteilt, diese sind
damit betragsméfig klein. Nach dem SURE-Verfahren wurde eine Schranke
bestimmt, mit der durch Hard-Thresholding und Soft-Thresholding die Wa-
veletkoeffizienten des verrauschten Signals modifiziert wurden. Man beachte,
dafl bei der Bestimmung von § weder das Originalsignal, noch der Rauschpegel
benutzt wurden, die ja in der Praxis auch nicht gegeben sind. Die aus diesen
modifizierten Waveletkoeffizienten rekonstruierten Signale f; ., und f7 ¢ sind
in der dritten bzw. vierten Zeile der Abbilung 5.4 dargestellt.

Die Wahl des Wavelets db8 erfolgte unter folgendem Gesichtspunkt: Unter der
Annahme, dafl es sich bei dem Originalsignal f um ein Signal hoher Regularitét
handelt (glattes Signal), wurde auch ein Wavelet hoher Regularitit gewéhlt, von
dem man ausgehen kann, dafl es das Originalsignal gut approximieren kann.
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Abbildung 5.4: Denoising eines verrauschten Chirpsignals.
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In den Abbildungen 5.5 und 5.6 wurde das Thresholding-Verfahren eines stark
verrauschten Signals unter Benutzung zweier verschiedener Wavelets durchge-
fiihrt, ndhmlich dem db16-Wavelet hoher Regularitéit und dem unstetigen Haar-
Wavelet niedriger Regularitét.

Das Originalsignal f besteht aus einem Skyline-artigen linken Teil mit einem
Impuls und einer Sinusschwingung im rechten Teil. Wie man in Abbildung 5.6
an der rechten Spalte erkennt, wird der Skyline-artige Teil von f sehr effizient
durch das Haar-Wavelet kodiert und fiihrt zu einigen wenigen, grolen Wavelet-
koeffizienten insbesondere auf den groflen Skalen. Die glatte Sinusschwingung
des linken Teiles von f kann jedoch durch die unstetigen Haar-Wavelets nicht
gut approximiert werden und dies fithrt zu vielen kleinen Waveletkoeffizienten
verteilt auf allen Skalen. Dieser Sachverhalt wirkt sich bei der Rauschunter-
driickung sehr negativ aus. Im verrauschten Signal s kénnen die kleinen Wave-
letkoeffizienten des Originalsignals f Amplituden-méfig nicht mehr unterschie-
den werden von den kleinen Waveletkoeflizienten, die durch die Rauschkompo-
nente oe entstehen. Beim Thresholding werden Amplituden-basiert alle kleinen
Waveletkoeffizienten entfernt, und damit in diesem Fall auch die kleinen Wa-
veletkoeffizienten, die in der Sinusschwingung des Originalsignals f begriindet
waren. Die Folge ist, dal durch die entrauschten Signale f; ., und fs*oft ZwWar
der linke Skyline-artige Teil des Originalsignals gut rekonstruiert werden konnte,
der rechte Sinus-artige Teil jedoch stark verzerrt und zum Teil v6llig ausgeloscht
wurde. Dies ist also ein Beispiel hierfiir, was passieren kann, wenn das fiir die
DWT gewéhlte Wavelet nicht gut mit den Eigenschaften des Originalsignals f
korrespondiert.

Im Gegensatz zu Abbildung 5.6 wurde in Abbildung 5.5 das db16-Wavelet ge-
wihlt, das eine hohe Regularitéit besitzt, und damit insbesondere den Sinus-
artigen Teil von f effizient in wenigen Waveletkoeflizienten groflen Betrages
kodiert. In den entrauschten Signalen f; . und fs*oft erkennen wir, dafl trotz
des hohen Rauschpegels der Sinus-artige Teil von f gut rekonstruiert werden
konnte. Auch der Skyline-artige Teil von f kann gut wiedererkannt werden, auch
wenn vor allem beim Soft-Thresholding eine ,, Uberglittung® des Originalsignals
stattgefunden hat. Hier ist sogar beim Entrauschen der urspriingliche Impuls
verlorengegangen.
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Abbildung 5.5: Denoising mit einem Wavelet hoher Regularitit.
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Abbildung 5.6: Denoising mit dem Haar-Wavelet.
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5.1.6 Probleme und Ausblick

Zuerst wollen wir auf die Unterschiede des Hard- und Soft-Thresholding einge-
hen. Beim Hard-Thresholding wird zwar Rauschen unterdriickt, jedoch entste-
hen, besonders im Vergleich zum Soft-Thresholding, viele Artefakte, die das ent-
rauschte Signal stark storen kénnen. Hierzu sind unter anderem kleine Pseudo-
Oszillationen und kleine abrupte Stérungen zu zéhlen, die zwar bei einer Fehler-
bzw. Risikoabschiitzung im ¢2-Sinne (Abstand zwischen f und fharq in der 02
Norm) kaum einen Rolle spielen, aber sie kénnen dazu beitragen, da8 f;; ., nicht
die gewiinschten Regularitdtseigenschaften hat. Aus diesem Grund benutzt man
bei der Rauschunterdriickung oft das Soft-Thresholding. Hierbei geht offensicht-
lich durch die zusétzliche Schrumpfung aller Waveletkoeffizienten Signalenergie
verloren, was sich negativ auf eine £2-basierte Risikoabschiitzung auswirkt, aber
das entrauschte Signal f}/ t liegt mit hoher Wahrscheinlichkeit in derselben Si-
gnalklasse wie das Originalsignal f. Dieses Ergebnis wurde in einem Artikel von
[Donoho| bewiesen und kann folgendermafien zusammengefafit werden:

e Mit hoher Wahrscheinlichkeit ist f;‘oft mindestens genauso glatt wie das
Originalsignal f, wobei diese Aussage fiir eine grofie Klasse von Glattheit-
maflen gilt (denken Sie hierbei zum Beispiel an n-fache Differenzierbar-
keit).

e Der Schétzer f;“oft erzielt fast den sogenannten mittleren quadratischen
Fehler des Minimax-Prinzips fiir die Risikoabschétzung. Im Sinne der W-
Theorie ist dies ein fast optimales Ergebnis und die Risikoabschétzung,
wenn auch ungiinstiger als beim Hard-Thresholding, hat zumindest die-
selbe Groflenordnung.

Wie bei traditionellen Verfahren der Rauschunterdriickung (z.B. durch Tief-
pafifilterung) hat man auch bei dem vorgestellten DWT-basierten Thresholding
einen , trade-off zwischen der Rauschunterdriickung und einer ,, Uberglittung“
des Signals. Je grofler die Schranke § fiir das Thresholding gewahlt wird, ein
desto besseres Denoising kann man erwarten. Allerdings gehen dabei gleichzei-
tig Details des Originalsignals f verloren. In Abbildung 5.5 ist z. B. der Impuls
des Originalsignals f im entrauschten Signal f7 It vollig verschwunden.

Abschlielend wollen wir noch auf mégliche Verfeinerungen des Algorithmus ein-
gehen. Beim vorgestellten Algorithmus wurde beim Thresholding eine globale
Schranke § benutzt, mit der alle Waveletkoeffizienten unabhéingig von der Skala
modifiziert wurden. Es hat sich fiir viele Anwendungen als vorteilhaft heraus-
gestellt, ein Skalen-abhéngiges Thresholding zur Entrauschung zu verwenden,
d. h. fiir jede Skala m, 1 < m < M, eine gesonderte Schranke J,, zu bestimmen.
Diese Vorgehensweise 148t sich unter anderem folgendermafien begriinden:

e In der Praxis handelt es sich beim Storsignal e nicht um ein N(0,1)-
verteiltes Gauflsches weifles Rauschen, bei dem sich die Energie auf alle
Frequenzen gleichméfig verteilt, sondern um sogenanntes gefirbtes Rau-
schen, bei dem sich die Energie nur auf bestimmte Frequenzbereiche oder
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Frequenzbénder verteilt. Oft kann man davon ausgehen, dafl das Rau-
schen hochfrequent ist, so dal also durch das Rauschen insbesondere die
Waveletkoeffizienten der niedrigen Skalen (kleine Details) betroffen sind.

e Das Rauschen wird abhingig vom Frequenzband durch das menschliche
Ohr unterschiedlich wahrgenommen. So kann es sein, dafl bei einem rela-
tiv glatten Originalsignal niederfrequente Rauschkomponenten so gut wie
nicht wahrgenommen werden, wiahrend hoherfrequentes Rauschen trotz
geringer Energie als stérend empfunden wird.

Insbesondere durch Einbeziehung psychoakustischer Gesichtspunkte hat man
in der Praxis groBe Fortschritte bei Denoising-Verfahren erzielen kénnen. Man
sollte das wesentliche Ziel der Rauschunterdriickung nicht aus den Augen ver-
lieren: Ziel ist es nicht aus einem verrauschten Signal ein im mathematischen
Sinne moglichst schone oder glatte Funktion zu extrahieren, sondern eine Signal
zu erzeugen, das vom menschlichen Ohr (also ein subjektiver Qualitétsmaf) als
rauscharm empfunden wird.
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5.2 DWT-basierte Kompression

Die DWT-basierte Kompression basiert auf derselben Idee wie die DWT-ba-
sierte Rauschunterdriickung. Grundlegend ist wieder die Eigenschaft der DW'T,
dafl die Energie und damit die wesentlichen Informationen fiir eine grofie Klasse
von Signalen in nur wenigen wesentlichen Waveletkoeffizienten enthalten ist. Sei
f das zu komprimierende Signal, w!, w?, ..., w™ die Folgen der Waveletkoeffi-
zienten auf den ersten M Skalen und v die Folge der Skalierungskoeffizienten
der M-ten Skala. Das Konzept der Kompression beruht dann auf folgendem
Prinzip: Ist das Signal f hinreichend regulér, dann geniigt bei geeigneter Wahl
von M zur guten Approximation von f eine kleine Anzahl von Skalierungskoef-
fizienten (Koeffizienten aus der Folge v) und einige der Waveletkoeffizienten
(Koeffizienten aus den Folgen w!, w?, ..., w), die man auch als Detailkoeffizi-
enten bezeichnen kénnte.

Wie der Algorithmus zur Rauschunterdriickung erfolgt der Kompressionsalgo-
rithmus in drei Schritten:

(1) Transformiere das zu komprimierende Signal f durch die DWT mit einem
geeigneten Wavelet.

(2) Wende Thresholding auf die Waveletkoeffizienten an (Signalverarbeitung
im DWT-Bereich).

(3) Durch inverse DWT kann aus den so modifizierten Waveletkoeffizienten
das komprimierte Signal f¢ rekonstruiert werden.

Unser urspriingliches Signal f sei in der Form seiner N Samplewerte gegeben.
Durch die DWT erhalten wir ebenfalls ungefahr dieselbe Anzahl N an Wavelet-
und Skalierungskoeffizienten. Durch Thresholding reduziert sich nun die Anzahl
der nicht-trivialen Koeffizienten (also Koeffizienten ungleich Null) ganz enorm.
Fiir das rekonstruierte Signal f€ reicht es aus, nur diese nicht-trivialen Koeffi-
zienten mit ein paar Seiteninformationen (u.a. Art des Wavelets, Skalen- und
Translationsparameter der nicht-trivialen Koeffizienten) zu speichern. Hierin
besteht die Kompression.

Der Unterschied des Kompressionsalgorithmus zum Denoising-Algorithmus be-
steht im Schritt (2). Fiir die Kompression gibt es u. a. die folgenden zwei Strate-
gien. Die erste besteht darin, die betragsméfig grofiten Waveletkoeffizienten im
DWT-Bereich auszuwiihlen und alle anderen Koeffizienten zu vergessen (also
auf Null zu setzen). Die Anzahl der verbleibenden Koeffizienten kann dabei auf
die folgenden drei Weisen festgelegt werden:

e Wihle eine globale Schranke § und fithre damit das Thresholding durch.

e Lege eine Kompressionsrate fest (z. B. 1 : 10) und wéhle danach die Koef-
fizienten aus (also z.B bei der Kompressionsrate von 1 : 10 zehn Prozent
der betragsmiBig grofiten Koeffizienten, d.h. 90% der Koeffizienten wer-
den auf Null gesetzt).
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e Wiihle eine Genauigkeitsschranke, innerhalb der das komprimierte Signal
f€ relativ zu f liegen soll, und zwar beziiglich des quadratischen Mit-
tels (d.h. in der ¢£2-Norm). Die relative ,,¢?-Performance“ geben wir im
folgenden in Prozent an und wird berechnet durch

1 £
I /1

Mit der Genauigkeitsschranke in Prozent ergibt sich dann eine Bedingung
fiir die Anzahl der notwedigen Koeffizienten.

-100%.

In allen drei Fallen ist zur Wahl der Koeffizienten nur ein Parameter notwen-
dig (ndmlich 0, die Kompressionsrate oder Genauigkeitsschranke). Die zweite
Strategie besteht darin, Skalen-abhingige Schranken fiir das Thresholding zu
bestimmen, also d1,0d9,...,dy. Eine solche Strategie ist z.B. die sogenannte
Birgé-Massart-Strategie, die auf Ergebnissen der ,,adaptive functional estima-
tion in regression or density contexts® basiert. Fiir Einzelheiten verweisen wir
auf [Birgé/Massart].

Obwohl dieses Schétzverfahren einen komplizierten theoretischen Hintergrund
hat, kann es sehr leicht implementiert werden. Es sei hierzu M > 2 die Anzahl
der zu berechnenden Skalen mit der DWT und mg, 1 < mg < M. £(w™)
bezeichne die Linge der Folge w™ der Waveletkoeffizienten der grobsten Auf-
16sung. Weiterhin sei « eine reelle Zahl groler als 1. Die Zahlen myg, £(w™) und
« bestimmen die Strategie:

e Auf den Skalen mg + 1,..., M werden die Koeffizienten nicht veréndert,
also 041 =... =0p = 1.

e Fiir die Skala m mit 1 < m < mg werden die k,, betragsméfig grofiten
Waveletkoeffizienten der Folge w™ behalten, wobei k,,, durch

2(w™)

kpyp = —————
(mo+1—m)e

definiert ist.

Bei der Kompression wihlt man hiufig den Parameter o = 1.5. Diese Strategie
findet auch bei Algorithmen zur Rauschunterdriickung Anwendung, dort haufig
mit o = 3.

Zum Abschlufl wollen wir uns die Wirkungsweise der durch Thresholding durch-
gefiihrten Kompression an zwei Beispielen veranschaulichen. In Abbildung 5.7
handelt es sich um unser Lieblingsbeispiel, ein Chirpsignal f. Es wurde unter
Benutzung verschiedener globaler Schranken ¢ durch Hard-Thresholding kom-
primiert. Da unser Originalsignal f glatt ist, wurde fiir die DWT das Wavelet
db8 benutzt, das auch eine hohe Regularitéit besitzt. Bei der Schranke § = 0.5
werden 92.5% der Koeffizienten durch Thresholding auf Null gesetzt, was al-
so einer Kompressionsrate von iiber 1 : 10 entspricht. Dennoch hat man eine
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(?-Performance von ungefihr 99%, was wieder die Richtigkeit der Interpreta-
tion erhértet, daf} sich die wesentlichen Eigenschaften (im Sinne der Energie)
im DWT-Bereich in nur wenigen, dafiir aber betragsmifliig groflen Wavelet-
und Skalierungskoeffizienten niederschlagen. Wie man erwarten sollte, hat eine
Erhéhung von ¢ eine bessere Kompressionsrate zur Folge (aber nicht wesent-
lich), wobei jedoch die ¢2-Performance abnimmt.

Warnung: Die hervorragende Leistungsfihigkeit (d.h. ¢2-Performance) dieses
Kompressionsalgorithmus in diesem Beispiel sollte nicht iiberbewertet werden.
Bei unserem Beispiel handelt es sich um ein ,,synthetisches* Signal hoher Re-
gularitét, deren Kenntnis sowohl bei der Wahl des Wavelets als auch bei der
Wahl der Schranke § ausgenutzt wurde. So kénnte man z. B. auch eine reine Si-
nusschwingung bei Kenntnis der Periode mit Hilfe eines einzigen Koeffizienten
darstellen (ndmlich die Periode bei Benutzung der Sinusfunktion als ,,analysie-
rende“ Funktion) und damit eine traumhafte Kompressionsrate erzielen. Bei
Signalen des ,,alltiglichen Lebens, auf die wir die vorgestellten Algorithmen
letztendlich anwenden wollen, wird die Wahl geeigneter Parameter fiir die Algo-
rithmen zu einem groflen Problem, und bei einer schlechten Wahl der Parameter
funktioniert haufig nichts mehr so, wie es die Theorie besagt hat. Dieses Problem
taucht hiufig beim Entwurf von Algorithmen auf, bei deren Analyse man immer
auf die gleiche Menge von Testdaten zuriickgreift. Vollig unbewufit optimiert
man die Algorithmen in Hinblick auf die (scheinbar reprisentative) Menge an
Testdaten, ohne zu merken, dafl die ,, Verbesserung“ der Testergebnisse in den
Eigenschaften der Testdaten und nicht im Algorithmus selbst begriindet sind.
Bei den praktischen Anwendungen auf ,,echte Daten“ kommt es dann héufig zu
langen Gesichtern. Die Bilder und Beispiele, die in dieser Vorlesung vorgestellt
werden, sind also in diesem Sinne auch immer mit Vorsicht zu genieflen.

Die Interpretation des in Abbildung 5.8 dargestellten Beispiels ist analog zum
vorherigen Beispiel, und wir wollen IThnen nicht die Freude nehmen, sich selbst
daran zu versuchen, die auftretenden Phanomene zu erkléren.
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Abbildung 5.7: Kompression des Chirpsignal.

113



Orginalsignal f

1

0

200 400 600 800 1000
€ mit rel. *~Perf.: 99.86%, Null-Koef.: 94.9%
4

3

2

1

0 L L L L L
209 400 600 800 1000
€ mit rel. °~Perf.: 99.97%, Null-Koef.: 82.4%
4

200 400 600 800 1000
N = 1024, M = 10, Wavelet = db4

DWT-Koeffizienten von f

60

40

20

-20

200 400 600 800
Hard-Thresholding mit 8=0.5

1000

60

40

20

_20 L L L L L
200 400 600 800 1000
Hard-Thresholding mit 5=0.1
60

40

20

200 400 600 800 1000

Abbildung 5.8: Kompression eines verrauschten Signals.
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5.3 DWT-basierte Singularitéitserkennung

Wir wollen dieses Kapitel mit ein paar Anwendungen abrunden, bei der die
DWT eingesetzt wird, um lokale abrupte Verdnderungen des Signals zu erken-
nen und zu analysieren. Diese Anwendung ist vor allem auch in der Bildverar-
beitung wichtig (hier handelt es sich um Signale abhéingig von zwei Ortskoordi-
naten anstelle einer Zeitvariable wie in der Audiosignalverarbeitung), um Ecken
und Kanten oder Konturlinien zu erkennen und zu verarbeiten. Der Zweck der
DWT-Analyse solcher lokaler Phdnomene ist die Bestimmung folgender Daten:

e Die Position der abrupten Verinderung (d.h. Zeitpunkt in der Audiosi-
gnalverarbeitung und Position des Ortes in der Bildverarbeitung).

e Der Typ der Verdnderung (z.B. Unstetigkeitsstelle, Unregelmafigkeiten
in der ersten oder zweiten Ableitung, abrupte Verinderung der Frequenz,
etc.)

e Die Amplitude der Verdnderung.

Die lokalen Figenschaften der Wavelets sind gut dazu geeignet, solche Phdnome
zu analysieren. Die folgenden Beispiele sind aus der Wavelet-Demonstration
von MATLAB entnommen, und wir verweisen fiir weitere Finzelheiten darauf.
An dieser Stelle wollen wir Sie auch dazu ermutigen, ausgehend von diesen
Beipielen die Welt der Wavelets eigenstéindig zu erforschen. Hierzu bietet das
, Wavelet Toolbox Graphical User Interace (GUI)“ von MATLAB eine ideale
Plattform, bei der Sie mit minimalen technischen Kenntnissen sehr gut mit
Wavelets experimentieren kénnen.
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5.3.1 Unstetigkeitsstelle im Signal

Zerlegung des Signals f bis zur Skala M=5 mit dem db5-Wavelet
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Abbildung 5.9: Unstetigkeitsstellen im Signal.
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Das Signal in Abbildung 5.9 besteht aus einer Sinuschwingung , niedriger® Fre-
quenz im linken Teil, gefolgt von einer Sinsuschwingung , mittlerer Frequenz
im rechten Teil mit einer Unstetigkeitsstelle bei ¢ = 500. Die DWT-Analyse mit
dem db5-Wavelet zeigt die Unstetigkeitsstellen besonders gut in den Details
Q1(f) und Q2(f), da abrupte Verinderungen vor allem hochfrequente Anteile
liefern. Die Unstetigkeitsstelle wird in den Projektionen sehr genau lokalisiert:
nur ein kleiner Bereich um ¢ = 500 enthilt grofie Q1(f)- und Q2(f)-Details.
Hier wird der Vorteil der Waveletanalyse im Vergleich zur Fouriertransforma-
tion deutlich. Die Fouriertransformation kann zwar die zwei vorkommenden
Frequenzen erkennen, nicht aber den Zeitpunkt, zu dem die Frequenz wechselt
(siehe Abbildung 5.10).

Das Signals f und seine Fouriertransformierte F(f).
T T T T T

| | | | | | | | |
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Zeitt

[FOI

0 10 20 30 40 50 60
Frequenz w

Abbildung 5.10: Die Unstetigkeitsstelle von f wird durch die Fouriertransfor-
mation nicht erkannt.

Die Details Q3(f) und Q4(f) enthalten die Sinusschwingung , mittlerer* Fre-
quenz. Der ,niederfrequente® Teil von f ist isoliert in der Projektion P5(f), der
durch Filterung der hochfrequenten Anteile von f entstanden ist.
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5.3.2 Unstetigkeitsstellen in der Ableitung

Zerlegung des Signals f bis zur Skala M=2 mit dem db4-Wavelet; =P,(f)+Q, ()+Q,(f)
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Abbildung 5.11: Signal mit Unstetigkeitsstelle in der zweiten Ableitung.

Das Signal f in Abbildung 5.11 ist scheinbar eine glatte Kurve. In Wirklichkeit
ist es zusammengesetzt aus zwei separaten Exponentialkurven, die im Zeitpunkt
t = 500 verbunden sind. Dort hat f eine Unstetigkeitsstelle in der zweiten
Ableitung. Die Details Q1 (f) und Q2(f) sind nur in einer kleinen Umgebung von
t = 500 erkennbar von Null verschieden. Dies deutet auf eine Unregelméfigkeit
von f an dieser Stelle hin.

Regularitét ist ein wichtiges Kriterium fiir die Wahl des Wavelets. In diesem Bei-
spiel wurde das db4-Wavelet gewéhlt. Hatte man stattdessen das Haar-Wavelet
verwendet, wire diese Unstetigkeit in der zweiten Ableitung nicht erkannt wor-
den. Wir wollen in einem der folgenden Kapitel auf die Regularitatseigenschaf-
ten der Wavelets und deren Auswirkungen auf die DWT-Analyse niher einge-
hen.
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5.3.3 Entdeckung von Langzeit-Entwicklungen

Signal f und Approximationen auf den ersten 6 Skalen
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0 i
¢ Il Il Il Il Il Il il Il I
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
P,
0
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
2 T T T T T T T T T
P, lW
1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
2 T T T T T T T T T
P3(f) lMW
0 I I I I I I I I I
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
2 T T T T T T T T T
0 1W
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
2 T T T T T T T T T
P 1/////_~VR/\
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
2 T T T T T T T T T
) 1/w—“/\
0 I I I I I I I I I
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Abbildung 5.12: Entdeckung von Langzeit-Entwicklungen

In Abbildung 5.12 ist ein Signal f dargestellt, das von ,gefirbten“ Rauschen
(Rauschen mit begrenztem Frequenzspektrum) so stark iiberdeckt wird, dafl
sein grober Verlauf kaum noch sichtbar ist. Die Tendenz des Signals wird von
Stufe zu Stufe der Approximationen Pi(f),..., Ps(f) immer deutlicher erkenn-
bar. Wenn man die DW'T in Hinblick auf die Frequenzen interpretiert, so kann
man dies auch folgendermaflen ausdriicken: Die sukzessiven Approximationen
enthalten immer weniger Informationen iiber hohe Frequenzen. Werden diese
entfernt, bleibt ein grober Verlauf des urspriinglichen Signals, die Langzeit-
Entwicklung von f. Das Abfallen der Kurve am rechten Rand, besonders deut-
lich bei Ps(f) zu erkennen, hat iibrigens nichts mit dem Originalsignal zu tun,
sondern mit dem Auftreten von Fehlern des DWT-Algorithmus an den Réndern
von Signalen. Hier kann Abhilfe geschaffen werden durch leichte Modifikation
der Algorithmen (Randbehandlung).
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Kapitel 6

Filterbidnke (FB) und perfekte
Rekonstruktion (PR)

In diesem Kapitel behandeln wir einige Grundlagen iiber die Theorie der Fil-
terbénke (FB). Ziel ist es u.a. die schnellen DWT-Algorithmen von Kapitel
4 aus einem anderen Blickwinkel heraus zu verstehen, ndmlich aus der Sicht
der FB-Theorie. Historisch gesehen ist die FB-Theorie wesentlich élter, als die
Wavelettheorie. Erst als die Verbindung der Wavelettheorie zur wesentlich allge-
meineren und weiterentwickelten FB-Theorie erkannt wurde (u. a. von S. Mallat
1989 und I. Meyer 1993), kam es zu der explosionsartigen Entwicklung der Wa-
velettheorie.

Historisch gesehen tauchte der Begriff der Filterbank zuerst in den Ingenieur-
wissenschaften auf, wo er auf intuitive Weise benutzt wurde und mehr ein all-
gemeines Konzept, eine Idee bezeichnete. Es ist daher schwierig, eine zufrieden-
stellende exakte mathematische Definition des Begriffes der ,Filterbank“ zu
geben, die allen Aspekten dieses Konzeptes gerecht wiirde und von allen Wis-
senschaftlern verschiedener Disziplinen gleichermaflen akzeptiert wiirde. Bei den
im folgenden gegebenen ,,Definitionen* handelt es sich daher jeweils nur um ei-
ne kleine, spezielle Klasse von FBen, die auf unsere Bediirfnisse zugeschnitten
sind.

Allgemein konnte man eine Filterbank als Struktur beschreiben, die ein Signal
in eine Menge von sogenannten Subbandsignalen zerlegt. Abhéngig von der kon-
kreten Anwendung liefern die Subbandsignale eine ,,bessere® Darstellung des
Originalsignals, welche eine bessere Analyse und Verarbeitung zuldfit. Es gibt
lineare und nicht-lineare Filterbénke, je nachdem ob die Subbandsignale linear
oder nicht-linear vom Originalsignal abhéngen. Filterbéinke wurden urspriing-
lich u. a. im Bereich der Signalkompression verwendet, wo die Subbandsignale
downgesampelt wurden, um die Datenrate der Subbandsignale im Vergleich zum
Originalsignal konstant zu halten. Dies fiithrt auf die sogenannten Multiraten-
Filterbdnke, die fiir uns von besonderem Interesse sind.

Bevor wir ausfiihrlich auf die fiir uns relevanten Filterbénke eingehen, wollen wir
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eine erste , Definition“ geben. Die Abbildung 6.1 zeigt eine lineare Filterbank,
die u.a. im Bereich der Signalkompression (,,subband coding*) eingesetzt wird.
Mit den L Analysefiltern

(hO(n))nela R (hL—l(n))nEZ € El (Z)

wird das Originalsignal (z(n))nez gefiltert und dann mit dem Dezimierungsfak-
tor M downgesampelt, so dal man L Subbandsignale yo, ..., yr—1 erhilt. Die
Rekonstruktion geschieht durch Upsampling der L Subbandsignale mit dem
Expansionsfaktor M, Filterung mit jeweils einem der L Synthesefilter

(fo(n)nezs - -+ (fr—1(n))nez € £*(Z),

und anschlieender Addition aller so erhaltenen Signale. Das so rekonstruierte
Signal bezeichnen wir mit Z. Die so beschriebene Filterbank bezeichnet man
auch als L-Band Multiraten-F'B mit Sampling-Faktor M. Stimmt das rekon-
struierte Signal £ mit dem Originalsignal z {iberein, dann sprechen wir auch
von perfekter Rekonstruktion (PR) des Originalsignals « aus den Subbandsig-
nalen yg,...,yr—1. Hat eine Filterbank diese PR-Eigenschaft fiir alle Signale
des Definitionsbereiches, so bezeichen wir sie im folgenden als PR-FB.

ho (M) IM = Yo —= Im ()

h, (n) IM = yi(n) —= ™ f,(n)
x(n) < x(n)
— +

hey (0) IM = Yy ()—= M fy (M)

Abbildung 6.1: L-Band Multiraten-FB mit Sampling-Faktor M

In diesem Kapitel werden wir nur die oben beschriebenen PR-Filterbéinke fiir
die Parameter L = M = 2, also nur eine sehr kleine, eingeschrinkte Klasse
von Filterbénken, behandeln. Dennoch werden anhand dieser kleinen Klasse
die charakteristischen Eigenschaften auch allgemeinerer Filterbénke gut wie-
dergegeben. Bevor wir auf die eigentlichen Definitionen eingehen, fassen wir im
néchsten Unterabschnitt die benttigten filtertheoretischen Grundlagen zusam-
men.
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6.1 Filtertheoretische Grundlagen

Fiir die Beweise und weitere Ausfithrungen dieses Abschnittes verweisen wir auf
das Skript der ASV1-Vorlesung und die géngige Literatur {iber Signalverarbei-
tung.

6.1.1 Faltungsfilter

Definition 6.1.1 FEin lineares System T : (P(Z) — (4(Z),p,q € N ist eine
lineare Abbildung zwischen den Signalrdumen (P(Z) und (4(Z). Der Signalraum
(P(7Z) ist zeitinvariant unter Zeitshifts, d. h. Yo € (P(Z) und Yk € 7 gilt: 2* €
0P(Z), wobei wir x*(n) := x(n — k), n € Z, setzen.

e [in lineares System T : (P(Z) — (1(Z) heifst LTI-System, falls es zeitin-
variant ist, d. h. fir alle x € (P(Z) und k € Z gilt

e FEin lineares System T : (P(Z) — (P(Z) heifst stabil, falls es stetig ist und
Vk € Z : T[6*] € (Y(Z) gilt, wobei § den Einheitsimpuls bezeichnet, der
durch 6% = do ks k € Z, definiert ist.

Es gilt nun der folgende fundamentale Satz, der den Zusammenhang von LTI-
Systemen und Faltungen herstellt.

Satz 6.1.2 Eine System T : (P(Z) — (P(Z) ist genau dann ein stabiles LTI-
System, wenn die Impulsantwort h := T[5] in (Y(Z) liegt. In diesem Fall ist
T = C}, der zu h gehérige Faltungsoperator (convolution):

Chlx] = hxx = (Z h(k)x(n — k:)) .
nez

kEZ

LTI-Systeme T = C}, dieser Art bezeichnet man auch als Faltungsfilter mit
Filterkoeffizienten h = (hy)nez. Oft bezeichnet man auch die Filterkoeffizienten
h als Filter und meint damit eigentlich Cj. Wenn nichts anderes gesagt ist, sei
im folgenden ein Filter immer ein Faltungsfilter. Ist A endlich (d. h. nur endlich
viele Filterkoeffizienten sind von Null verschieden), so spricht man von einem
FIR-Filter (finite impuls response), ansonsten von einem IIR-Filter (infinite
impuls response). Das Filter h heifit kausal, wenn h(n) = 0 fir n < 0 gilt.

Die Einheitsimpulse 6", n € Z, kénnte man als die Baublocke von diskreten
Signalen bezeichnen, denn ein Signal x = (x(n))nez 148t sich darstellen als

T = Z Tno".

neL
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In #hnlicher Weise kénnte man die Zeitshifts 7%,k € Z, definiert durch ihre
Impulsantwort 6% als Baublocke der Faltungsfilter bezeichnen, denn das Filter
zu h = (h(k))kez 188t sich darstellen als

Ch =Y _h(k)*.

keZ

Oft wird 7 auch als Delay und 7! als Advance bezeichnet.

Abschlielend geben wir noch drei Beispiele fiir lineare, stetige Systeme, die
nicht zeitinvariant und damit keine Faltungsfilter sind. Dies sind der Dezimierer
IM und der Expandierer TM fiir M € N, auf die wir im néchsten Abschnitt
ausfiihrlich eingehen werden, und die Modulation F,, definiert durch

E,lz)(n) := e 2™ . g(n).

6.1.2 Darstellungsbereiche fiir Filter

Wie wir im letzten Unterabschnitt gesehen haben, definiert eine Folge h € ¢1(Z)
das Faltungsfilter T' = C}, : P(Z) — ¢P(Z). Dabei wird ein Signal © = (zp)nez €
¢P(Z), wobei wir den Parameter n (in der digitalen Audiosigalverarbeitung) als
Zeitparameter interpretieren, mit h gefaltet. Wir sagen, dafl das Filter T im
Zeitbereich durch h dargestellt ist.

Eine weitere Zeitbereichsdarstellung von T ist die Matrizform, die durch eine
unendliche Z x Z-Matrix (hy k) xez mit Eintriigen hyy, := T[6%](I) gegeben ist.
Da das Faltungsfilter T' = C}, zeitinvariant ist, folgt

hig =hi—ko=h(l — k),

also liegt eine sogenannte Toeplitz-Matriz (Matrix mit identischen Diagonalein-
trigen) vor:

h(i) h(d) h(—.l) h(—'2) h(=3) -
h(2) h(1) h(0) h(-1) h(-2) --- 6.1)
h(3) h(2) (1)  h(0) h(-1) ---

Als Konvention schreiben wir bei Z x Z-Matrizen das Element der 0-ten Zeile
und 0-ten Spalte im Fettdruck. Wir verwenden im folgenden fiir diese Matrix
auch abkiirzend die Schreibweise

T(...,h(2),h(1); h(0); h(—1),h(-2),...),

in der der Eintrag h(0) der Hauptdiagonalen durch Semikolons gekennzeichnet
ist. Als Verallgemeinerung lassen wir fiir die Eintrige einer Toeplitz-Matrix
wiederum Matrizen zu, die alle dasselbe Rechteckformat haben miissen. Dies
fiihrt auf die sogenannten Block-Toeplitz-Matrizen. Zum Beipiel bezeichnet

R EEEE I
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die Block-Toeplitz-Matrix

00 -1 -1 -2 =2
00 -1 -1 -2 =2
11 0 0 -1 -1
11 0 0 -1 -1
2 2 1 1 0 0
2 2 1 1 0 0

Nach Konvention steht dabei das Element der 0-ten Zeile und 0-ten Spalte der
Z x Z-Matrix in einer Darstellung wie in (6.2) in der Matrix des 0-ten Blocks
links oben. Mit dieser Konvention gilt der folgende Sachverhalt. Es sei

A=T(...,A2,A1; Ao; A1, A 2,...)

eine Block-Toeplitz-Matrix, dann ist die transponierte Matrix A7 wieder eine
Block-Toeplitz-Matrix. Genauer gilt

AT =1(... AT, AT AT AT AT ).

Analog zu der Darstellung von Toeplitz-Matrizen kennzeichnen wir bei der Folge
der Filterkoeffizienten das nullte Element durch Semikolons und schreiben im
Falle von FIR-Filtern oft nur die Filterkoeffizienten des Trigers, also z. B.

h = (h(=2),h(=1); h(0); (1), h(2)) = (1,2;3;4,5)

fiir den FIR-Filter H(z) = 122 4+ 2z + 3 4+ 42~ + 5272, Der Trdger eines FIR-
Filters h € ¢}(Z) ist durch (h(M),h(M +1),...,h(N)), M < N, definiert, falls
h(M) # 0 # h(N) und h(j) = 0 fiir alle j < M und j > N gilt. Die Trdigerlinge
ist dann N — M + 1.

Die Fouriertransformierte oder Frequenzantwort H der Folge h € £!(Z) ist durch

H(w) = h(k)e ™

kEZ

definiert. Man spricht dann von der Darstellung des Filters T im Frequenzbereich
oder w-Bereich durch H. Die Faltung y = h * 2 geht durch die Fouriertransfor-
mation (also im w-Bereich) in punktweise Multiplikation iiber, d. h.

Wir nehmen dabei an, dafl die Fouriertransformierten X bzw. Y von z bzw. y
existieren (dies gilt fiir z,y € ¢£!(Z), also insbesondere fiir endliche Signale). Wir
erinneren daran, dafl die Fouriertransformierte H eine 1-periodische Funktion
in w ist. Bei reellen Filterkoeffizienten h,, ist der sogenannte Amplitudengang
w +— |H(w)| eine gerade Funktion (H(w) = H(—w)), so daB eine Darstellung im
Bereich [0, %] ausreicht. In Abbildung 6.2 ist der Amplitudengang eines idealen
Tiefpaf3-, Hochpaf- und Bandpafifilters dargestellt.
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@ (b) (©)

v4 172 v4 12 v4 12

Abbildung 6.2: Amplitudengang eines idealen (a) Tiefpafi-, (b) HochpaB- und
(c) Bandpaffilters.

Betrachtet man anstelle der Fouriertransformierten die z-Transformation

H(z) =) h(k)z™"

keZ

von h, so erhédlt man die Darstellung des Filters T" im z-Bereich. Wie bei der
Darstellung im w-Bereich, die man durch z = 2™ aus der Darstellung im
z-Bereich gewinnt, geht Faltung in komponentenweise Multiplikation iiber

Y(z) = H(z) - X(z).

Dabei gilt die Gleichung fiir alle z aus dem Schnitt der Definitionsbereiche der
z-Transformierten X, Y und H.

Zur Ilustration geben wir die Darstellungen des Shifts oder Delays 7 in den
verschiedenen Bereichen an. Die Impulsantwort 7[d] ist die Folge der Filterko-
effizienten h = (h(k))rez bestehend aus Nullen auer ~(1) = 1. Daher ist in
Matrixschreibweise 7 gegeben durch die Toeplitzmatrix 7'(...,0;0;1,0,...), al-
so eine Matrix bestehend aus lauter Nullen bis auf die untere Nebendiagonale,
auf der Einsen stehen. Im w- bzw. z Bereich erhélt man als Darstellung von 7

die Funktionen w — e 2™ hyw. 2 — 271,

Im folgenden identifizieren wir die verschiedenen Darstellungen mit ihrem Fil-
ter, so dafl wir vom Filter h, dem Filter w — H(w) oder dem Filter z — H(z)
sprechen und in allen Féllen damit das Filter T" meinen. In diesem Sinne be-
zeichnet also z.B. 27! den Delay.

6.1.3 Down- und Upsampling

Wie wir schon in der ersten Definition (siche Abbildung 6.1) gesehen haben,
spielen der Dezimierer (|A/) und der Expandierer (1M) eine zentrale Rolle in
der Theorie der Multiraten-Filterbanke. Mit dem Wort ,,Multirate“ ist gemeint,
dafl eben diese Operatoren in dem durch die FB definierten System vorkommen,
und damit die Subband-Signale eine vom Originalsignal verschiedene Abtastrate
haben. Wir fassen die Definition und die wesentlichen Eigenschaften von ([M)
und (TM) zusammen.
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Definition 6.1.3 Der M-Dezimierer oder Downsampler ist definiert durch
(IM)[z](n) := z(M - n).

Dieser Operator nimmt also vom Signal x nur jeden M-ten Wert. Der M-
Expandierer oder Upsampler ist definiert durch

(1M)[z](n) = { :gy(n/M), falls M|n,

sonst.
Ein Ezxpandierer spreizt also das Signal x und filigt zwischen zwei urspring-

lich benachbarten Zeitpunkten M — 1 zusdtzliche Zeitpunkte ein, an denen das
Ausgangssignal den Wert O hat.

X (204

Abbildung 6.3: Downsampling im Zeitbereich

X (1204

Abbildung 6.4: Upsampling im Zeitbereich

Fiir eine Mlustration dieser Definition verweisen wir auf die Abbildungen 6.3 und
6.4. Der M-Dezimierer |M zerstort Informationen. Es gilt zwar ([M)(1M) = I,
aber (TM)(|M) # I. Beide Operatoren sind lineare und stetige Systeme, aber
nicht zeitinvariant. Wir wollen nun fiir den fiir uns relevanten Fall M = 2 sehen,
wie sich Down- und Upsampling in den verschiedenen Bereichen auswirken.

e Die Operatoren (|2) und (12) sind zwar nicht zeitinvariant, sie lassen sich
dennoch durch Matrizen darstellen. Diese Matrizen sind aber keine nor-
malen Toeplitz-Matrizen, sondern nur noch Block-Toeplitz-Matrizen! Die
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Matrix zu (|2) ist die dezimierte Identitétsmatrix, bei der jede zweite Zei-
le entfernt wurde. Die Matrix zu (12) ist die aufgeblihte Identitédtsmatrix,
bei der in ungeraden Reihen eine Nullzeile hinzugefiigt wurde:

10

1 0 0 0
(12) = 100 bzw. (12) = 10
1 0
1

In Block-Schreibweise gilt:
(12)=T(...,[0 0)[1 0f[0 0],...),

m=r (2] T3 [0]).

Die Operatoren (]|2) und (12) sind transponierte Abbildungen beziiglich
des ¢?(Z)-Skalarproduktes, d. h. fiir alle z,y € ¢?(Z) gilt:

((12)z|y) 2 (z) = ([(12)y)2(2)-
Ebenso sind die Matrizen zu (|2) und (]2) transponiert.

e Als n#chstes untersuchen wir die Auswirkungen der Sampling-Operatoren
im z-Bereich. Damit es nicht zu Mifiverstdndnissen kommt, betonen wir,
dafl es keine z-Transformierte von (72) oder (|2) gibt, da es sich nicht
um Faltungsfilter handelt. Sei z € ¢!(Z) ein Signal, u := (]2)[z] und
v := (|2)[z] mit den z-Transformierten X, V bzw. U, dann gilt:

U(z) = Zxszzk = X (2% (6.3)

k€EZ
V(z) = ngkz_k
keZ
1 1l & 1 1 ¢
= 523%(22) —1—523%(—22) (6.4)
kez kez

= S(X(H) +X(-2h).

Man kann die im Zeitbereich definierten Operatoren (|2) und (12) iiber
(6.3) und (6.4) im z-Bereich definieren. Wir verwenden fiir diese Ope-
ratoren diesselben Symbole (]2) und (72) wie im Zeitbereich. Mit dieser
Konvention gilt also z.B. (|2)[x](n) = (2 - n) und ((12)X)(z) = X (2?).

e Die Auswirkungen im w-Bereich ergeben sich, indem wir z = ¢?™ in (6.3)
und (6.4) setzen:

Uw) = X(2w) (6.5)
V) = F(X($)+X(5+3) (6.6)
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Durch Downsampling mit (|2) geht die Hélfte aller Daten und damit i.a. In-
formation verloren. Den Effekt im w-Bereich bezeichnet man als Aliasing und
besteht in einer Mittelung von Frequenzkomponenten. Die Gleichung (6.6) be-
sagt, daf die Frequenzenkomponenten fiir § und % + % des Signals z fiir das
2-dezimierte Signal v zusammenfallen (siehe Abbildung 6.5).

X(w) V(w)

Abbildung 6.5: Downsampling im Frequenzbereich.

Beim Upsampling mit (12) tritt der gegenteilige Effekt auf, der auch als Ima-
ging bezeichnet wird. Hier ist die Frequenzkomponente zu w des Originalsi-
gnals x verantwortlich fiir zwei Frequenzkomponenten bei 3§ und 5 + % des
2-expandierten Signals u. Die Gleichung (6.5) besagt, dal das Frequenzspek-

trum um dem Faktor 2 gestaucht wird (siehe Abbildung 6.6).

X(w) U(w)
| Y/ Y/ | w | y | v v | v | w
‘l 1/‘2 ]‘12 ‘l —‘1 ]J‘Z 1‘/2 ‘l

Abbildung 6.6: Upsampling im Frequenzbereich

Bemerkung 6.1.4 Im allgemeinen kann das Originalsignal x wegen des Alia-
sing-Effektes nicht aus dem downgesampelten Signal v = (]2)[z] rekonstruiert
werden. Falls das Signal x jedoch durch ) = i bandbeschrankt ist, also

X(w)=0 fir I<|w/<

D=

gilt, dann gibt es kein Aliasing und z kann aus v folgendermafien zuriickge-
wonnen werden: Durch (12)-Upsampling erhélt man das Signal w := (12)v mit
Fouriertransformierter

W(w) = 5(X(0) + X(w+4). (6.7)

Schneidet man von W im w-Bereich die durch den Imaging-Effekt enstande-
nen Frequenzen auflerhalb des Frequenzbandes [—i, i] ab und multipliziert das
Ergebnis mit dem Faktor 2, dann erhélt man das urspriingliche Signal X (sie-
he Abbildung 6.7). Im Zeitbereich entspricht dies einer Interpolation fiir die
ungeraden Folgenglieder von w (an diesen Stellen ist w Null!), so da§ man in
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diesem Zusammenhang auch von einem Interpolationsfilter spricht, der aus w
das bandbeschréankte Signal x rekonstruiert. Der mathematische Hintergrund
fiir diesen Sachverhalt ist das Abtasttheorem von Shannon. Fiir eine ausfiihrli-
che Diskussion verweisen wir auf Kapitel 3 des Buches von [Strang/Nguyen].

X() V(w) W(w)

Abbildung 6.7: Kein Aliasing fiir bandbeschranktes z.

In den von uns untersuchten Filterbédnken werden der Dezimierer ([M) und
Expandierer (1M/) mit Faltungsfiltern verkettet (siehe Abbilung 6.1). Dabei
ist es sehr ineffizient, ein Signal x zuerst mit einem Filter A zu falten, um
es dann mit ([M) zu dezimieren, da dann nur jeder M-te berechnete Wert der
Faltung hxx tatsdchlich benotigt wird. Besser wére es, zuerst zu dezimieren und
dann zu falten. Das Problem dabei ist, daf der Faltungoperator und der (| M)-
Dezimierer nicht kommutieren. Der folgenden Satz liefert uns die Grundlage
dafiir, in welchen Féllen man dennoch die Operatoren vertauschen darf.

Ahnlich ist die Situation beim Expandierer (TM). Hier ist es ineffizient, ein
Signal x zuerst mit (M) aufzublihen, bevor es dann mit einem Faltungsfilter
weiterverarbeitet wird.

Satz 6.1.5 Es sei (g(k))kez ein Filter mit z-Transformierter G. Dann gelten
die zwei sogenannten Noble-Identitidten, die im folgenden im z-Bereich formu-
liert sind:

G(z)(IM) = (IM)G(zM), (6.8)
(1M)G(2) = G(E")(IM). (6.9)

Beweis: Wir beweisen die 1. Noble-Identitéit (6.8) im Zeitbereich. Die Filter-
koeffizienten des Filters G(z™) erhilt man aus g durch Spreizen, indem man
zwischen je zwei Koeffizienten von g jeweils M — 1 Nullen hinzufiigt. Die so
erhaltene Folge von Filterkoeffizienten bezeichnen wir mit ¢™. Dann gilt fiir
ein beliebiges Signal x:

(Co)(IM)[z] = gxz(M-)
= > g(k)z(M - —Mk)

kEZ

= (M) Dl ~ ME)g(h)]
keZ
= (1M)[Cyu o],

Dies beweist (6.8). Analog beweist man (6.9). O
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Falls also h ein Filter der Form
H(z) = G(zM) (6.10)

ist, so kann man ([M)H(z) berechnen durch G(z)(|M), was wesentlich effi-
zienter ist. Um auch im allgemeinen Fall diese Vertauschung vornehmen zu
konnen, zerlegt man das Filter h in geeignete Teilfilter mit Eigenschaft (6.10).
Dies fiihrt auf die sogenannte Polyphasen-Zerlegung des Filters h, auf die wir
in einem spéteren Abschnitt eingehen. Analoges gilt natiirlich auch fiir die Ver-
tauschbarkeit mit (TM).

6.2 2-Band Filterbinke und PR-Bedingung

Wir betrachten nun die in Abbildung 6.1 dargestellte L-Band Multiraten-FB
mit Sampling-Faktor M fiir den Fall M = L = 2, und prézisieren hierfiir die
Definition.

Definition 6.2.1 Nach unserer Konvention bezeichnen wir im folgenden den
Faltungsfilter T'= C}, auch einfach mit h oder H.

(i) Eine 2-Band Multiraten-Analyse-FB besteht aus zwei Faltungsfiltern be-
zeichnet mit ho, h1 € £Y(Z) und dem 2-Dezimierer (]2). Die Anwendung
der Analyse-FB auf ein Inputsignal x € (P(Z) bedeutet Filterung von x
mit hy und hy und anschlieffendem Downsampling mit (]2). Als Output
erhdlt man zwei Subbandsignale yo,y1 € (P(Z).

(ii) FEine 2-Band Multiraten-Synthese-FB besteht aus zwei Faltungsfiltern be-
zeichnet mit fo, fi € €1(Z) und dem 2-Expandierer (12). Die Anwendung
der Synthese-FB auf zwei Subbandsignale o, 71 € (P(Z) bedeutet jeweili-
ges Upsampling mit (12), Filterung mit fy bzw. f1 und Addition der beiden
so erhaltenen Signale. Als Output erhdlt man ein Signal & € (P(Z).

(i4i) Fine 2-Band Multiraten-FB besteht aus einer wie in (i) definierten 2-
Band Multiraten-Analyse-FB und einer wie in (ii) definierten 2-Band
Multiraten-Synthese-FB, wobei wir diese im folgenden einfach als Syn-
thesebank bzw. Analysebank der FB bezeichnen. Im folgenden sprechen

wir auch abkiirzend von einer 2-Band FB zu (ho, hi, fo, f1) € (1(Z)*.

In Abbildung 6.8 ist eine 2-Band Multiraten-FB dargestellt. Dabei ist typischer
Weise hg ein Tiefpa- und h; ein Hochpaffilter. Wie schon in der Einleitung
von Kapitel 5 beschrieben, findet die eigentliche Signalverarbeitung auf den
Subbandsignalen statt, also zwischen Analyse- und Synthesebank. Die Synthe-
sebank sollte daher die Riicktransformation, also die Inverse zur Analysebank
sein. Werden also die Subbandsignale yy und y;, die durch Anwendung der
Analysebank auf ein Signal x erhalten wurden, als Inputsignale fiir die Synthe-
sebank verwendet, so sollte man als Output das Originalsignal zuriickerhalten,
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Yo(n) Yo(n)
ho (1) |2 2 12 ()
Q =
x(n) c 8 © X(n)
T ©
> =
T 2
y;(n) = i)
h, (n) 2 - @ = 12 f,()
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Abbildung 6.8: 2-Band Multiraten-FB.

also & = z. In diesem Fall sagt man, die FB besitze die PR-FEigenschaft, auf die
wir im néchsten Unterabschnitt eingehen werden.

Bemerkung 6.2.2 Wir wollen noch einmal kurz erldutern, weshalb die 2-
Dezimierer (|2) eine wichtige Rolle in der Theorie der 2-Band FB spielen. Wir
gehen dabei von FIR Filtern Ay und h; aus, deren Filterlinge im Vergleich
zur Signalldnge des Inputsignale x klein ist. Dann haben die Signal hg *  und
h1 * x ungefihr dieselbe Signallinge wie x und ohne Downsampling wiirde sich
daher die Datenrate nach Durchlauf der Analysebank verdoppeln. Dies ist sehr
ineffizient, da im allgemeinen die beiden Folgen einen hohen Redundanzgrad
aufweisen. Durch 2-Dezimierung der Signale hg * x und hy * x erhélt man zwei
Subbandsignale g, y1 halber Linge und die Datenrate des Outputs der Analy-
sebank entspricht der Datenrate des Inputsignals x. Durch geignete Wahl der
Filter der 2-Band FB (mit PR-Eigenschaft) ist x aus yo und y; rekonstruierbar,
im Output hat man keine Redundanz mehr.

6.2.1 PR-Eigenschaft

Ziel ist es, hinreichende Bedingungen fiir die Filter hg, h1, fo, f1 einer 2-Band FB
zu finden, die eine perfekte Rekonstruktion (PR) des Originalsignals x aus seinen
Subbandsignalen garantiert, also x = . Wir schwichen den Begriff der perfek-
ten Rekonstruktion ein wenig ab und sagen, dafl die FB die PRy-Figenschaft
fiir ein £ € Ng hat, falls

Ve: Z(n)=z(n—14{) (6.11)
gilt, d.h. jedes Eingabesignal wird durch eine PRy,-FB nur zeitlich verzogert.
Ein Grund fiir diese Abschwichung besteht darin, daBl dadurch im Falle von

FIR-Filtern erreicht werden kann, daf} alle vorkommenden Filter kausal sind.
Im Falle £ = 0 schreiben wir im folgenden auch einfach PR anstelle PRy.
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Satz 6.2.3 Eine 2-Band FB zu (ho, h1, fo, f1) € £*(Z)* besitzt die PRy-FEigen-
schaft gdw. (im z-Bereich) gilt:

Fo(Z)Ho(—Z)-I-Fl(Z)Hl(—Z) = 0 (A)
Fo(2)Ho(2) + Fi(2)Hi(2) = 227° (D)

Beweis: Wir zeigen zuerst, dafl aus (A) und (D) die PRy-Eigenschaft folgt. Das
Outputsignal Z ist definiert durch Anwendung der Synthese- und Analysebank
auf das Inputsingal z, also folgt:

+ Fl(z)%(Hl(z)X(z) + Hi(—2)X(—2))
(2)Ho(z) + F1(2)H1(2)) X (2)
+ 3 (Fo(2)Ho(=2) + Fi(2)Hi(=2)) X (—=2)

27X (2)

Il
D=
—~
=

(D),(4)

Die Notwendigkeit der Bedingungen (A) und (D) fiir die PRy-Eigenschaft ergibt
sich aus dem folgenden Lemma 6.2.4 mit

A(z) := 3(Fo(2)Ho(z) + Fi(2)Hi(2)) — 27¢

und
B(z) == 3(Fy(2)Ho(—z) + F1(2)Hi(—2)).

0

Lemma 6.2.4 Es bezeichne H(S') den Ring der in einer Umgebung des Ein-
heitskreises S* C C holomorphen Funktionen. (Z. B. liegen die durch ¢'-Folge
h € (Y(Z) definierten z-Transformierte H(z) in H(S').) Es seien A(z) =
ZkeZ aszk, B(Z) = ZkeZ bszk € 'H(Sl> mat (ak)kez, (bk)kGZ € ﬁl(Z). Dann
gilt (mit z aus jeweils geeigneten Umgebungen der S*):

(vx € H(SY) : A(2)X (2) + B(2) X (—2) = o) e A(z) =0=B(z). (6.12)

Beweis: Die Implikation ,,<=“ ist trivial. Wir zeigen die Implikation ,,=“. Sei
n € Z beliebig. Aus Voraussetzung (6.12) folgt fiir X (z) = 1 mit Hilfe des
Identitdtssatzes fiir holomorphe Funktionen

0=anz " +by(—2)"", also 0=ap+(—1)"by, (6.13)
und fiir X(z) =z
0=anz "™ +b,(=2)"" also 0=a,+(=1)"""b,. (6.14)

Addition von (6.13) und (6.14) ergibt a,, = 0. Da n € Z beliebig gewéhlt wurde,
folgt A = 0. Analog folgt B = 0. g
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Die Bedingung (A) garantiert, dal der Aliasing-Term Hy(—z)X(—z), der im
Syntheseschritt mit F(z) multipliziert wird, durch den Aliasing-Term des zwei-
ten Kanals Hi(—z)X(—z), der im Syntheseschritt mit F}(z) multipliziert wird,
ausgeloscht wird. Die Bedingung (D) (no distortion) garantiert dann die eigent-
liche Rekonstruktionseigenschaft der FB.

In der Literatur wird die PRy-Eigenschaft auf viele verschiedene Weisen cha-
rakterisiert, deren Aquivalenz auf den ersten Blick iiberhaupt nicht erkennbar
ist. Wir fassen diese Charakterisierungen kurz zusammen, bevor wir in den
néchsten Unterabschnitten ausfiihrlich auf sie eingehen.

e Charakterisierung im z-Bereich: Diese PR/-Charakterisierung fiihrt
auf die Bedingung (A) und (D) von Satz 6.2.3. Die Bedingungen (A)
und (D) kénnen auch in Matrixschreibweise zusammengefafit werden. Dies
fithrt zu den sogenannten Modulationsmatrizen und Polyphasenmatrizen.
Die PRy-Charakterisierung im z-Bereich eignet sich besonders fiir den
Entwurf von Filterbénken (da es sich mit z-Transformierten gut rechnen
1a8t) und die Polyphasen-Charakterisierung fithrt zu effizienten Imple-
mentationen von Filterbinken und Wavelettransformationen.

e Direkte Charakterisierung iiber die Filterkoffizienten: In diesem
Fall werden fiir die PR,-Eigenschaft hinreichende und notwendige Be-
dingungen direkt iiber die Filterkoeflizienten der Filter fy, f1, ho, h1 for-
muliert, was also einer Charakterisierung im Zeitbereich entspricht. Diese
Charakterisierung 148t sehr deutlich den Zusammenhang zur Wavelettheo-
rie hervortreten.

e Matrixcharakterisierung: Hierbei werden Analyse- und Synthesebank
mit Hilfe von Z x Z-Matrizen dargestellt. Die PRy-Eigenschaft ist dann
dquivalent zu Invertierbarkeitsaussagen dieser Matrizen. Diese Charakte-
risierung fithrt bei endlichen Filtern und Signalen zu endlichen N x -
Toeplitzmatrizen, die nicht nur zu schnellen Algorithmen fiihrt (es gibt
schnelle Matrixalgorithmen fiir Toeplitzmatrizen), sondern auch eine ge-
eignete Plattform fiir die Weiterentwicklung und Verallgemeinerung von
FB-Algorithmen bietet (z. B. bei sogenannten Randerweiterungen von Fil-
tern).

Abschlielend sei bemerkt, dafl sich die verschiedenen Charakterisierungen und
Aussagen auf M-Band Filterbénke verallgemeinern.

6.2.2 Modulationsmatrizen und PR,-Charakterisierung

Die Bedingungen (A) und (D) von Satz 6.2.3 zur perfekten Rekonstruktion
konnen in Matrixschreibweise folgendermaflen ausgedriickt werden:

[ Fo(2) Fi(2) ] () Hy(—2) | = [2:7¢ 0]. (6.15)
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Diese Darstellung fithrt auf den Begriff der Modulationsmatriz, die fiir ein be-
liebiges Paar von Filtern definiert werden kann.

Definition 6.2.5 Seien ho,h1 € €Y(Z) zwei Filter mit z-Transformierten Hy
und Hi. Dann ist die Modulationsmatrix H,,, definiert durch

[ ) )
B = [ ) i |

Im Fall einer 2-Band FB hat man eine Modulationsmatrix H,,, fiir die beiden
Filter hg und hy der Analysebank und eine Modulationsmatrix F,, fiir die
beiden Filter fy und f; der Synthesebank:

_ | Ho(z) Ho(—2) _ | Fo(z) Fo(==)
H, (z) = Hi(z) Hl(—z)} und Fm(z)—[Fl(z) Fl(—z)} (6.16)

Man {iberpriift sofort, dafi die Bedingungen (A) und (D) und damit die PRy-
Eigenschaft der Filterbank dquivalent sind zu

2,71 0 ]

(Fm)T(Z) : Hm(z) = [ 0 2(_2)_4 (617)

In der Literatur wird PRy-Eigenschaft noch auf viele andere Weisen charakte-
risiert. Unter anderem liefert der folgende Satz die mathematische Grundlage,
dessen Beweis man z. B. in [Lang] (S.518, Proposition 4.16) findet.

Satz 6.2.6 Sei R ein kommutativer Ring mit 1 und multiplikativer Finhei-
tengruppe R*. Es bezeichne R™™ den Ring der m X n-Matrizen iiber R und
GL,(R) C R™ " die Untergruppe der invertierbaren n x n-Matrizen fir ein
n € N. Dann gilt:

A€ GL,(R) < det(A) € R*. (6.18)
Korollar 6.2.7 Fiir A,B € R"*", n €N, gilt:

AB=1<= BA=1 (6.19)

Beweis: Aus AB = [ folgt
det(A)det(B) = det(AB) =1,

also det(A),det(B) € R*. Aus Satz 6.2.6 folgt damit A, B € GL,(R). Hieraus
folgt leicht B = A~! und damit BA = I. Die andere Implikation folgt analog.
O

Nach (6.17) gilt

PRy < (F,,)7(2) - H,,(2) - %ze[ L0 } =I. (6.20)
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Daraus folgt mit Korollar 6.2.7 fiir den kommutativen Ring R = H(S!) der auf
einer Umgebung von S' holomorphen Funktionen:

PR, = Hm<z>~%/[l Oy]‘(Fm)T(z):f

e H,(2)- [ . 1)t ] (F)(2) =

Erst bei der direkten PRy-Charakterisierung im Zeitbereich tiber die Filterko-
effizienten in Unterabschnitt 6.2.3 werden wir sehen, dafl (6.17) und (6.21) zu
vollig verschiedenen Bedingungen an die Filterkoeffizienten fiihren, deren Aqui-
valenz im Zeitbereich nur sehr schwer beweisbar ist.

6.2.3 Direkte PR,-Charakterisierung im Zeitbereich

Wir wollen in diesem Unterabschnitt die PR,-Eigenschaft einer Filterbank im
Zeitbereich direkt iiber die Filterkoeffizienten beschreiben. Uber diese Charakte-
risierung werden wir spater den Zusammenhang zur Wavelet-Theorie erkennen.
Wir fassen das Hauptergebnis im folgenden Satz zusammen:

Satz 6.2.8 Gegeben sei eine 2-Band FB zu (ho, h1, fo, f1) € €X(Z)*. Folgende
Bedingungen sind dquivalent:

(i) Die FB hat die PRy-FEigenschaft.

(ii) Fir beliebige ny,na € Z gilt

1
ZZhl(Qk + nl)fl(ka: — ng) = 5(n1 — Ng — E)

1=0 k€Z

(iii) Fiir allen € Z und i,j € {0,1} gilt:

Zh )fi2n—k) = 0(i—j)0(2n — ), falls £ gerade,

keZ
D hi(k)fi2n+1—k) = 6(i—j)d(2n+1—1), falls ¢ ungerade.
keZ
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Beweis: Wir beweisen (i) <= (ii). Dabei verwenden wir die nach Satz 6.2.3
zu (i) dquivalenten Bedingungen (A) und (D):

PR/-Eigenschaft (i)

@29 Fo(2)Ho(2) + Fy(2)Hi(2) = 227" (D)
Fo(Z)Ho(—Z)+F1(Z)H1(—Z) =0 (A)

R > X3 OGRS ()) EE P (D)
S0 X (S filn = (1)) = 0 (4)

= o X hi(2R) fin —2k) = d(n—10)  (D)+(A)

A
Yok hi2k+1)fi(n—2k—1) = d(n—¢6) (D)—(A)

— Mo S hi(2k + ) fi(—2k —n2) = 8(n1 —na — 1),

fur alle n € Z in der vorletzten Aquivalenz und fiir alle ni,no € Z in der
letzten Zeile. Die letzte Aquivalenz ist dabei nicht offensichtlich. Die Richtung
,<=“ ergibt sich mit n; = 0 und ne = —n (Bedingung (D)+(A)) und mit
ny =1 und ny = —n + 1 (Bedingung (D)—(A)). Die Richtung ,,=* folgt durch
Indextransformation und Fallunterscheidung nach geradem und ungeradem n;.
Sei zunédchst n; gerade, dann folgt

1
3OS hi2(k + 5)) fi(~2k — no)

i=0 k

1
= D (k) fi(=2(k — %) —ng)

i=0 k

1
= ZZhi(2k>fi<—2k+n1 —TLg)
i=0 k
(D)) d(ny —ng —¥).
Fiir ungerades n; folgt die Aussage &hnlich unter Verwendung von (D)—(A).

Wir beweisen nun (i) <= (iii). Dabei verwenden wir die fiir (i) dquivalente
Bedingung (6.21). Wir betrachten zuerst den Fall, dafl ¢ gerade ist. Dann gilt:

PR/-Eigenschaft (i) @2y

% o] = om0

[HO(Z) Hoy(—2) } [ Fo(z)  Fi(2)
Hl(z) Hl(—z) F()(—Z) Fl(—Z)

Dies ist dquivalent zu den folgenden vier Bedingungen fiir 4,5 € {0,1}:

H(2)Fy(=) + Hi(—2)Fj(—2) = 8(i — j)2=~".
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Wir schreiben diese Bedingungen aus und erhalten:
Z (Z Rilk)f5(n = B) + (=1)"hi(k) [ (n — k) )27 = 8(i — j)22~"

Fiir ungerades n ist der Koeffizient von z~" auf der linken Seite Null, und
da /¢ als gerade vorausgesetzt stimmt dies mit der rechten Seite iiberein. Nur
die geraden n stellen Bedingungen an die Filterkoeffizienten. Diese kénnen so
formuliert werden:

VneN: > hi(k)fi(2n—k) =6(i — §)6(2n — (), falls £ gerade,
kEZ

Der Fall, dafl ¢ ungerade ist, wird analog bewiesen. Nach (6.21) geht man nun
von folgender Aquivalenz aus:

PRy-Eigenschaft (i) €21

O U

- [ e 2

0

Wir betonen, daf die Aquivalenz von den Bedingungen (ii) und (iii) in Satz 6.2.8
unter Verwendung der Aquivalenz von (6.17) und (6.21) bewiesen wurde, also
iiber den Umweg in den z-Bereich. Eine direkte Verifikation der Aquivalenz von
(ii) und (iii) wére sehr schwer. Bedingung (ii) driickt aus, daf die zwei Kanéle
der Synthese- und Analysebank , geniigend“ Informationen enthalten miissen,
damit eine perfekte Rekonstruktion méglich ist (beachte die Summation iiber 7).
Bedingung (iii) hingegen betont einen anderen Aspekt: Die Folgen der Filter-
koeffizienten miissen sogenannte Biorthogonalititsrelationen erfiillen, die eine
perfekte Rekonstruktion garantieren. Dies erinnert an die Bedingungen fiir die
Zeilen- bzw. Spaltenvektoren von zueinander inversen Matrizen. Im néchsten
Unterabschnitt wollen wir die Verbindung zur Matrixtheorie behandeln.

6.2.4 Matrixcharakterisiering der PR,-Eigenschaft

Wir wollen im folgenden die Synthese- und Analysebank in Matrixform darstel-
len. Wie in (6.1) beschrieben, werden die Filter hg, h1, fo, fi durch Toeplitz--
Matrizen realisiert. In der Analysebank werden die mit h;, i € {0, 1}, gefilterten
Signale durch (]2) dezimiert. In Matrixform entspricht dies der Entfernung der
ungeraden Zeilen der Toplitz-Matrizen zu h;, und fiithrt so zu den folgenden
Block-Toeplitz-Matrizen:

Hi =T(...[ 72 h() [ [ 2:(0) hi(=1) ;[ hi(=2) hi(=3) ],...),



i € {0,1}. Wir fassen diese beiden Matrizen zu einer 2 x 2-Block-Toeplitz-Ma-
trix HY zusammen, wobei die Reihen mit geradem Index durch die Reihen von
H§, und die Reihen mit ungeradem Index durch die Reihen von Hf , definiert
werden:

H“:T( {ho@) hO(l)].[ho(o) ho(—l)][ho(—ﬂ ho(—3)] >
¢ ol @) () [P pa(0) ha(=1) ] B(=2) ha(=3) |)

In der Synthesebank werden die Signale mit (12) upgesampelt, bevor sie jeweils
mit den f;, i € {0, 1}, gefiltert werden. In Matrixform entspricht dies der Ent-
fernung der ungeraden Spalten der Toeplitz-Matrizen zu f;. Dies fiithrt so zu
den folgenden Block-Toeplitz-Matrizen:

s fi(2) fi(0) fi(=2)
F:,=T/|... ; ; )
bt < ’ [ L@) P Q) L AED
Analog zu HY fassen wir F , und F{ ; zu einer Matrix F§ zusammen, allerdings
werden nun die beiden Matrizen spaltenweise verwoben:

FSZT< [fo(Z) f1(2)}.[fo(0) f1<o>],[fo<—2> ﬁ(—?)} >
t UL B AG) T (D) Q) T fo(=1) AL )7

i € {0,1}. Die Matrizen H{ bzw. F] bezeichnen wir im folgenden als Analy-
sebankmatriz bzw. Synthesebankmatriz der Filterbank, was wir auch durch die
Indizes a bzw. s kennzeichnen. Der Index ¢ soll andeuten, dafl es sich hierbei
um Matrizen im Zeitbereich handelt.

Bemerkung 6.2.9 Wir betrachten eine spezielle Filterbank, bei der die Syn-
thesebankfilter f; durch die Flips der Analysebankfilter h;, also f;(k) = h;(—k)
fir k € Z, i € {0,1}, definiert seien. Dann héngen die Analysebankmatrix und
Synthesebankmatrix folgendermaflen zusammen: Es sei Hf die Analysebank-
matrix der Filter h;, i € {0,1} und Fj die Synthesebankmatrix der Filter f;,
i € {0,1}. Dann gilt

F; = (HY)T. (6.22)

Wir kommen nun zur Matrixcharakterisierung der PRy-FEigenschaft einer Fil-
terbank. Dazu geben wir die Koeffizienten von Hf und F} explizit an:

a ho(n —m), n gerade
H} = (h(n,m))nmez, h(n,m):= { hn(n 0_(1 B m; o ingemde (6.23)
und
s n—m), m gerade,
F{ = (f(n,m))nmez, f(n,m):= { fl(nfo—(m A 1; m ingerade. (6.24)

Das Hauptergebnis fassen wir im folgenden Satz zusammen.
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Satz 6.2.10 Gegeben sei eine 2-Band Filterbank zu (hg, h1, fo, f1) € €4(Z)*.
Mit T sei sowohl der Delay als auch die den Delay darstellende Toeplitzmatrix
T(...,0,1;0;0,...) bezeichnet. Folgende Bedingungen sind dquivalent:

(i) Die FB hat die PRy-FEigenschaft.
(i) F3 - Hf = 7
(ii) HE -77¢ F§ =1

Beweis: Wir beweisen (i) <= (ii). Dazu multiplizieren wir das Matrixprodukt
in (ii) aus und erhalten dadurch fiir alle n,m € Z:

S(n—m—0) =Y f(n,k)h(k,m)

keZ
k gerade k ungerade
= S fla-Bhk-m)+ S fin—k—1Dhi(k+1-m)
k gerade k ungerade
= > foln = 2k)ho(2k —m) + Y _ fi(n — 2k)h1(2k — m).
k€EZ keZ

Dies ist aber nichts anderes als die Bedingung (ii) in Satz 6.2.8, welche nach
demselbigen Satz dquivalent zur PRy-Eigenschaft (i) ist.

Die Aquivalenz (ii) <= (iii) folgt sofort aus Korollar 6.2.7. O

6.2.5 Polyphasenzerlegung und Polyphasenmatrizen

Wie wir schon als Vorbemerkung zu Satz 6.1.5 dargestellt haben, ist es sehr
ineffizient, bei Anwendung der Analysebank ein Eingabesignal x zuerst mit den
Filtern hg und hy zu falten, um dann durch Anwendung des 2-Dezimierers (|2)
die Hélfte der Information zu zerstoren. Es wére effizienter, zuerst das Eingabe-
signal zu dezimieren, um dann die so erhaltenen Signale halber Lénge mit den
Analysefiltern zu falten. Dies ist i.a. nicht moglich, da die Faltungsoperatoren
mit (|2) nicht kommutieren. Zerlegt man jedoch das Signal = und die Filter h;
geeignet in Teilsignale bzw. Teilfilter, so kénnen die beiden Operatoren unter
Verwendung der 1. Noble-Identitéit (6.8) vertauscht werden. Diese Zerlegung
ist die sogenannte Polyphasenzerlegung, die auf die Polyphasenmatrizen fiithren.
Analoges 148t sich iiber die Synthesebank sagen. Hier fithrt die Polyphasenzer-
legung unter Verwendung der 2. Noble-Identitéit (6.9) zu analogen Aussagen
iiber die Faltungfilter f; und (12).

Wird ein Signal z € ¢P(Z) mit (|2) downgesampelt, bleiben die Koeffizienten
mit geradem Index erhalten und die Koeffizienten mit ungeradem Index gehen
verloren. Dies sind die zwei Phasen, gerade und ungerade. Es ist natiirlich,
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diese zwei Phasen Zeypen und x,qq getrennt beim Durchlauf der Filterbank zu
betrachten. Wir definieren fiir k € Z:

Teven(k) = 2(2K), (6.25)
Todd(k) = x(2k+1). (6.26)
Im z-Bereich schreiben sich diese Definitionen unter Verwendung von (6.4) als:
Xeven(2) = (12)X(2) = 5(X(22) + X (=22)), (6.27)
Xoaa(?) = (12)(zX(2) = 225(X(22) ~ X(=22)),  (6:28)

so dal man folgende Zerlegung von X hat:
X(2) = Xeven(2?) + 27 Xoga(2?). (6.29)

Es sei h € £*(Z) ein Filter mit z-Transformierter H. Wir untersuchen nun, wie
sich das Singal (]2)(h * x) mit z-Transfomierter (HX )eyen, aus den Phasen des
Eingangsignals  und des Filters h berechnen 148t. Im z-Bereich gilt folgende
Gleichungskette:

(HX)even(ZQ) = [H(2)X(2) + H(—2)X(—2)]

([H(z) + H(=2)] - [X(2) + X (=2)])
+1([H(2) = H(=2)] - [X(2) = X(=2)])

(6.27),(6.28) )

= Heven(z2 Xeven(ZQ) + Z_QHodd(z2)Xodd(z2)-

= Dol

In Matrixschreibweise gilt also

(HX)an(e) = [ vl o) 1| 50 ] 630

Mit anderen Worten kann man also (]2)(h * x) folgendermafien berechnen:

(i) Berechne das Faltungsprodukt der geraden Phase von x mit der geraden
Phase von h, also heyen * Teven-

(ii) Berechne das Faltungsprodukt der ungeraden Phase von x mit der unge-
raden Phase von h, also hoqq * Todd, und verzogere das so erhaltene Signal
mit einem Delay 7.

(iii) Die Summe der in (i) und (ii) berechneten Signale ergibt ([2)(h * x).

Bei dieser Vorgehensweise wird das Signal x zuerst dezimiert, in gerade und
ungerade Phase aufgeteilt, und dann gefaltet. Dies ist wesentlich effizienter, ob-
wohl nun zwei Faltungsprodukte in (i) und (ii) berechnet werden miissen, da
die Datenrate des Signals halbiert wurde. Hat man z. B. ein endliches Eingabe-
signal x der Lénge N € N und ein endliches Filter h der Lénge ¢(h), so benotigt
die direkte Berechung von (]2)(h * ) ungefiahr

N - 6(h)
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Multiplikationen und Additionen. Da die geraden und ungeraden Phasen von
x und h jeweils ungefihr die halbe Léinge haben, benttigt man bei dem in den
Schritten (i)-(iii) angegeben Verfahren

N . Uh)
2. 4.5
Multiplikationen und Additionen, also nur die Hélfte der Operationen.

Eine dhnliche Effizienzsteigerung kann man fiir die Berechnung von f * ((12)y)
erzielen, wobei f € ¢!(Z) ein Filter und y € ¢P(Z) ein Signal bezeichnen. Im
z-Bereich gilt folgende Gleichungskette:

F((12)Y)(2) = F(2)Y (%)
3(F(2) + F(=2)) + 5(F(2) = F(=2)))Y ()

oL Frpen(22)Y (22) + 27 Foga(22)Y (%)
G 11 1 g2) <[ e ) ]Y(z)>.

Man kann also f x ((12)y) folgendermaflen effizient berechnen:

|
—~~

(i) Berechne die Faltungsprodukte von y mit der geraden und ungeraden
Phase von f, also feyen * y und foqq * y.

(ii) Expandiere die beiden so berechneten Signale mit (12).

(iii) Verzogere das zweite Signal mit einem Delay 7 und erhalte durch Sum-
mation das Signal f * ((12)y).

Bei einer 2-Band Multiraten-FB haben wir in der Analyse- bzw. Synthesebank
jeweils zwei Filter. Obige Ideen fithren zu der folgenden Definition.

Definition 6.2.11 Es seien hg, hy € (*(Z) zwei Filter mit z-Transformierten
Hy, Hy. Die Polyphasenmatrix Hy, zu diesen beiden Filtern ist definiert als

Die Polyphasenmatrizen stehen in engen Zusammenhang mit den Modulati-
onsmatrizen (siche Definition 6.2.5), der in dem folgenden Satz mathematisch
formuliert wird.

Satz 6.2.12 Es seien ho, hy € (1(Z) 2wei Filter. Dann gilt

6 =5 |6



Beweis: Dies folgt unmittelbar aus den Definitionen der Matrizen unter Ver-
wendung von (6.27) und (6.28). O

Wir bemerken, daf3 die 2 x 2-Matrix mit den drei Einsen und der —1 in Satz
6.2.12 nichts anderes als die DFTy-Matrix der diskreten Fouriertransformation
ist.

Satz 6.2.13 Fine 2-Band Multiraten-Filterbank sei definiert durch die beiden
Filter h; = (hi(k))kez, © € {0,1}, der Analysebank und die beiden Filter f; =
(fi(k)kez, i € {0,1}, der Synthesebank. Folgende Bedingungen sind dquivalent:

(i) Die FB hat die PR;-FEigenschaft.
(i)

zL[ (1) 2 }, L= —%, falls ¢ gerade,
(Fp)" (2)Hy(2) =
ZL|: (1) (1) }, L= —“Tl, falls £ ungerade.

Beweis: Die Aquivalenz (i) <= (ii) folgt aus der PR,-Charakterisierung (6.17)
und Satz 6.2.12:

F) (H,() “E A 0] L @R L] Y]

6.17) 1, _p[1 071 1 1 0 1 1 1 0
= g2z {0 z]_lfl][o(—l)[}[lfl][o,z
2zt [ (1) ZOQ _ , falls ¢ gerade,
z_z[ 0 =] falls £ ungerade
z 0 ]° :

Dies ist aber gerade (ii). O

6.2.6 Kausale PR,-FB

Wir erinnern daran, da8 ein Filter h = (h(k))xez € (1(Z) kausal heiflt, wenn
h(k) = 0 fiir k£ < 0 gilt. In diesem Fall ist auch das durch dieses Filter definierte
System kausal, d.h. fiir ein Eingangssignal = € (P(Z) hingt die Ausgabe des
Systems zu jedem Zeitpunkt ¢t = k € Z, also y(k) = (h * x)(k), nur vom
gegenwértigen Input x(k) oder von fritheren Inputs z(k — 1), x(k — 2),... ab.
Falls ein System diese Eigenschaft nicht besitzt, heift es nicht-kausal.

In der digitalen Signalverarbeitung hat man es oft mit Anwendungen zu tun,
die in FEchtzeit ablaufen sollen. Mit anderen Worten soll bei einer sukzessiven
Eingabe ..., z(k—2),z(k—1),z(k), ... eines Signals = der Output y(k) des Sy-
stems, das diese Anwendung realisiert, mit einer praktisch nicht wahrnehmba-
ren zeitlichen Verzogerung zur Verfiigung stehen. Man denke hier zum Beispiel
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an Anwendungen bei Videokonferenzen iiber digitale Telefonnetze. Bei solchen
Echtzeit-Anwendungen stehen damit zukiinftige Werte x(k+1), z(k+2),. .. des
Signals x zum Zeitpunkt ¢ = k nicht zur Verfiigung, und es kénnen nur kausale
Systeme verwendet werden. Wir hoffen dadurch ausreichend motiviert zu ha-
ben, warum man an Filterbénken interessiert ist, bei denen alle vorkommenden
Filter kausal sind.

Wir gehen im folgenden von einer 2-Band Multiraten-FB mit PRy-Eigenschaft
aus, bei der sowohl die Analysebankfilter hg, h1, als auch die Synthesebank--
Filter fo, fi FIR-Filter sind. Durch geeignete Wahl von ¢3,¢; € 7Z kann man
erreichen, dafl die durch

Hi(z):=2z""H;(z) und Fy(z):=2z"Fy(2)
definierten Filter h; und f‘l kausal sind. Fiir die Koeffizienten gilt:
hi(k) = hi(k — £n) wnd  fi(k) = fi(k — £y).

Die folgende Rechnung zeigt, daB} die durch die Filter h; und fi, i € {0,1},
definierte Filterbank die PRy, 1¢ f—Eigenschaft besitzt (unter Verwendung von
Satz 6.2.8). Fiir beliebige ni,ny € Z gilt ndmlich:

1
Z Z hi(2k +n1) fi(—2k — ng)
i=0 kEZ
1
— Z Z hi(2k +mn1 — £p) fi(=2k — ny — L)
i=0 keZ

= (5(711 — N9 — (E—th +€f)).

Man kann also aus einer PR-FB mit nicht-kausalen FIR-Filtern immer eine PR -
FB, ¢ € Z geeignet, mit kausalen Filtern konstruieren, die wir im folgenden auch
als kausale PRy-FB bezeichnen. Dies ist ein Grund, warum wir bei der Definition
der perfekten Rekonstruktion in (6.11) den Parameter ¢ € Z zugelassen haben.

6.3 Orthonormale Filterbinke (ON-FB)

Aufgrund der Uberlegungen in Unterabschnitt 6.2.6 beschrinken wir uns im
folgenden auf den Fall £ = 0.

6.3.1 Charakterisierungen von ON-FB

Definition 6.3.1 Eine PR-FB zu (ho, h1, fo, f1) € ¢X(Z)* heifit orthonormale
Filterbank oder ON-FB, falls fiiri € {0,1} und k € Z gilt:

fi(k) = hi(~k).
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Die Filter f; gehen aus den h; durch einen sogenannten Flip mit Konjugation
hervor. Im z-Bereich schreibt sich diese Bedingung als

Fy(2) = Hi(=™"),

wobei der Querbalken iber einer z-Transformierten bedeutete, daf jeder Koef-
fizient der Potenzreihe komplex-konjugiert ist.

Der folgende Satz gibt an, wie eine ON-FB im Zeitbereich iiber die Koeffi-
zienten und Analyse- und Synthesebankmatrizen und im z-Bereich iiber die
Modulations- und Polyphasenmatrizen charakterisiert werden kann.

Satz 6.3.2 FEine 2-Band Multiraten-Filterbank sei definiert durch die beiden
Filter h; = (hi(k))kez, @ € {0,1}, der Analysebank. Die beiden Filter f; =
(fi(k))rez, i € {0,1}, der Synthesebank seien festgelegt durch f;(k) := hi(—k).
Folgende Bedingungen sind dquivalent:

(i) Die FB hat die PR-Eigenschaft und ist damit eine ON-FB.

(ii) Fiir beliebige ny,ns € Z gilt

1
Z Z hi(2k + n1)hi(2k 4+ n2) = §(n1 — ny).
=0 keZ

(i1i) Fir alle n € 7 gilt:

S ho(k)holk —2n) = 3(n),

keZ

Z ho(k)hi(k —2n) = 0,
kEZ

> hi(k)ha(k —2n) = d&(n).
keZ

(iv) Fiir die Analysebankmatriz HY gilt:
@) H =H (HY) = 1.

(v) Fiir die Modulationsmatriz H,, gilt:

()" (") Hu(2) = Hy(2) (H) "

(z"h =2I

Dies kann durch die Bedingungen (A) und (D) auch folgendermajfSen aus-
gedriickt werden:

Ho(="")Ho(—2) + Hi(=")Hi(~2) = 0 (A)

Ho(=")Ho(z) + Tz Hi(z) = 2 (D)



vi) Fir die Polyphasenmatriz H,, gilt:
Y p 9

(F,)" (=7 H,(2) = Hy(2) () (271 = I.

Beweis: Die Aquivalenzen (i) <= (ii) <= (iii) folgen sofort aus Definition
6.3.1 und Satz 6.2.8 fiir den Fall ¢ = 0. Beachte dabei, da8 §(2n) = §(n) gilt.

Die Aquivalenz (i) <= (iv) folgt aus Definition 6.3.1 und Satz 6.2.10 fiir den
Fall £ = 0. Dabei wird verwendet, dafl nach Bemerkung 6.2.9 die Beziehung
Fj = (H)" gilt.

Die Aquivalenz (i) <= (v) folgt sofort aus (6.17) und (6.21) fiir den den Fall
¢ = 0, wenn man fiir F;(z) die Formeln der z-Transformierten von Definition
6.3.1 einsetzt.

Die Aquivalenz (i) <= (vi) folgt aus Satz 6.2.13 fiir den Fall £ = 0 unter
Benutzung von

0

Wir betonen, daf aus (iii) des Satzes 6.3.2 fiir n = 0 folgt, dafl alle Filter
beziiglich der ¢?(Z)-Norm normiert sind, also:

[hollez = hallee = [ folez = [ f1llez = 1. (6.31)

Da bei einer Filterbank vorausgesetzt wurde, daf8 die Filter hg und hq in £*(Z)
sind, definieren die Funktionen z — H;(z), z — F;(z), i € {0,1}, und damit
z.B. auch die Koeffizienten von H,,(z), H,(z) holomorphe Funktionen, die in
ihren offenen Definitionsbereichen den Einheitskreis {z € C : |2| = 1} € C
enthalten. Daher kann in diesen Funktionen z = e?™“_ w € R, gesetzt werden,
und anstelle der Aussagen im z-Bereich erhilt man analoge Aussagen im w-
Bereich. Die Aussagen im z- und w-Bereich sind sogar dquivalent. Dies ist eine
unmittelbare Folge des Identitétssatzes fiir holomorphe Funktionen.

Damit lé8t sich eine ON-FB im w-Bereich u. a. folgendermaflen charakterisieren:

Korollar 6.3.3 FEine FB ist genau dann eine ON-FB, wenn fir alle w € R
gilt:

Ho(—w)Ho(w + 5) + Hi(~w)Hi(w+3) = 0

[Ho(w)]” + [Hi(w)]* = 2
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Beweis: Dies folgt aus Satz 6.3.2 und dem vorher Gesagten fiir z = 2™,
w € R. Wie schon in Unterabschnitt 6.1.2 werden dabei die z-Transformierte
und die Fouriertransformierte mit demselben Symbol bezeichnet, so dafl z. B.

Ho(e?™) mit Hp(w) identifiziert wird. In diesem Sinne gilt auch

Ho((e%”'w)fl) — H(](—w) und HO(_62m'w) _ Ho(w+ %)

6.3.2 Paraunitire Matrizen

Die von z abhéngigen Matrizen, die in (v) und (vi) von Satz 6.3.2 vorkommen,
sind eine Verallgemeinerung von unitédren 2 x 2-Matrizen mit komplexen Ein-
tragen. Eine Matrix A € GLy(C) heiit dabei unitdr, falls ihre Inverse gleich der
konjugiert-transponierten Matrix ist, also A~ = a’

Im z-Bereich wird die Analysebank repréisentiert durch die Modulationsmatrix
H,,(z) oder die Polyphasenmatrix H,(z). Dies sind 2 x 2-Matrizen, deren Ein-
trige Potenzreihen in C[[z]] sind. Wir erweitern durch folgende Definition den
Begriff einer unitédren Matrix.

Definition 6.3.4 Eine Matriz H(z) € C[[2]]**? heifit paraunitir, falls folgen-
des gilt:

H (: " HH(z) = I.

In diesem Fall gilt dann nach Korollar 6.2.7 auch

H(:)H

(z"hH=1I
Nach Satz 6.3.2 ist also ein FB genau dann eine ON-FB, wenn Hj,(z) bzw.
+V2H,,(z) paraunitir sind.

6.3.3 Prototyp und Alternierender Flip

In Unterabschnitt 6.3.1 haben wir gesehen, dafl bei einer ON-FB die Filter f;,
i € {0, 1}, der Synthesebank vollstindig durch die Filter h;, ¢ € {0, 1}, der Ana-
lysebank festgelegt sind. Die Filterkoeffizienten h; miissen dabei sogenannten
Orthonormalititsbedingungen geniigen (siehe Satz 6.3.2, (iii)), die man auch als
Doppelshift-Orthonormalitit bezeichnet.

Ausgehend von nur einem Filter hg = (ho(k))kez, das Doppelshift-orthonormal
ist, kann h; so gewahlt werden, dafl die beiden Filter hg und h; den Bedingungen
von Satz 6.3.2, (iii) geniigen und damit eine ON-FB definieren. Dies ist Inhalt
des néchsten Satzes.
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Satz 6.3.5 Es sei hg € (1(Z) ein Doppelshift-orthonormales Filter, also
> ho(k)ho(k — 2n) = 6(n) (6.32)
k€EZ

fiir alle n € Z. Definiere das Filter hy € £'(Z) durch einen sogenannten alter-
nierenden Flip mit anschlieffender Konjugation und ungeradem Delay, also

hy(k) :== (=1)kho(N — k) (6.33)
mit einem ungeraden N € Z. Dann gilt fir n € Z:

> ho(k)ha(k —2n) = 0,

kEZ
> hi(k)hi(k—2n) = 6(n).
kEZ

Setzt man fi(k) := hi(—k), i € {0,1}, dann definieren die Filter ho, h1, fo, f1
eine ON-FB.

Beweis: Wir rechnen die Behauptung fiir n € Z einfach nach:

> " ho(k)ha(k — 2n)

keZ
C20 5™ ho(k)(=1)* 2 ho(N + 20 — k)

keZ

= Y ho(k)ho(N+2n—k)— > ho(k)ho(N +2n — k)
k gerade k ungerade

= Y ho(k)ho(N+2n—k)— Y ho(N +2n— j)ho(j)
k gerade j gerade

= 0

Bei der Indextransformation j = N + 2n — k wurde dabei benutzt, dafi NV
ungerade ist, und damit iiber gerade j summiert wird. Die Behauptung

> ha(k)ha(k — 2n) = 6(n)

kezZ

folgt durch eine dhnliche Rechnung. Nach Satz 6.3.2 definieren die Filter h; und
fi, i €{0,1}, eine ON-FB. 0

Einen Filter h € ¢}(Z) mit den Eigenschaften in (6.32) bezeichnet man auch
als Prototyp. Wir fassen noch einmal die Definitionen der Filter in Zeitbereich
und z-Bereich zusammen, die man ausgehend von diesem Prototyp erhélt und
fiir ungerades N € N zu einer ON-FB fiihren:

ho(k) = h(k), Ho(z) = H(z),

(k) = (=1)*A(N — k), Hi(z) = 2MH(=271),
fo(k) = h(=k), Fo(z) = H(z™),
filk) = (=1)7Fh(N +k), Fi(z) = zNH(-2).
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Man rechnet sofort nach, daf fiir diese Filterwahl die Anti-Aliasing-Bedingung
(A) automatisch erfiillt ist und sich fiir die No-Distortion-Bedingung (D)

Ho(z YHy(2) + Ho(—2 Y Ho(—2) =2 (6.34)

ergibt. Damit ergibt sich im w-Bereich folgende Charakterisierung fiir einen
Prototyp:

Korollar 6.3.6 Ein Filter h € (1(Z) definiert genau dann einen Prototyp fiir
eine ON-FB, wenn gilt:

H@)P + | Hw+ 52 =2.

Zum Abschlufl wollen wir noch auf den Fall endlicher Filter eingehen. Falls der
Prototyp h € £1(Z) ein FIR-Filter ist, dann folgt sofort, dafl séimtliche durch den
Protypen definierten Filter der ON-FB endliche Filter derselben Lénge sind.

Lemma 6.3.7 Die Trigerlinge eines FIR-Prototypen h € (1(Z) ist eine gerade
Zahl.

Beweis: Wir nehmen 0.B.d.A. an, dafl h(0) der erste nicht-verschwindende
Koeffizient ist, also h(k) = 0 fiir £ < 0. Es sei m € N eine beliebige positive
Zahl, so dal h(k) = 0 fiir k& > 2m gilt. Wir zeigen nun, dal h(2m) = 0 gilt,
woraus die Behauptung folgt. Der Filter h erfiillt nach Voraussetzung fiir alle
necN

2m

> " h(k)h(k —2n) = 5(n).

k=0
Fiir n = m > 0 ergibt sich daher die Forderung h(2m)h(0) = 0, die aber wegen
h(0) # 0 nur durch h(2m) = 0 zu erfiillen ist. O

Ist also der Prototyp
h = (h(0), h(1), .., h(N))

ein kausaler FIR-Filter, dann ist N = ¢(h) — 1 eine ungerade Zahl. Damit ist
auch das durch
Hi(z)=zNH(-z7Y

definierte Filter h; kausal. Wir modifizieren die durch
Fo(z) =H(z™') und Fi(z) = 2NH(-2)

definierten Filter fy und f; der Synthesebank durch eine zusétzlichen N-fachen
Delay, also )

Fi(z) = Z_NFi(Z),
i € {0,1}. Dann sind auch die Filter f; kausal. Nach Unterabschnitt 6.2.6

definieren die Filter h; fiir die Analysebank und fl fiir die Synthesebank eine
kausale PR -FB.
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6.3.4 Tiefpaf3-Bedingung fiir den Prototyp

Durch die Analysebank einer 2-Band Multiraten-FB soll ein Eingabesignal x
in zwei Subbandsignale zerlegt werden, die eine bessere Frequenzdarstellung
von z liefern. Dabei wahlt man typischer Weise hg als Tiefpafl- und h; als
Hochpafifilter. Das Subbandsignal yy = hg * z enthélt dann Informationen iiber
die niederfrequenten Anteile in z, ist also eine ,vergroberte* Version von z,
wihrend das Subbandsignal y; = h; * z aus hochfrequenten Anteilen von z
besteht, also die ,,Details“ von x darstellt.

In unseren bisherigen Ausfiithrungen iiber PR,-FB und ON-FB haben wir dies-
beziiglich keine Voraussetzungen an die Filter hy und hy gestellt, so dafl diese
ohne weitere Bedingungen z. B. auch Bandpaffilter seien kénnten. Wir gehen
im folgenden von einer ON-FB aus, dann gilt nach Korollar 6.3.3 fiir die Fou-
riertransformierten

2 2
|Ho(w)|* + |H1(w)|* = 2. (6.35)
Tiefpal¥filter |H0(co)| Hochpalfzfilter |H1(co)|
15 15
1 1
0.5 0.5
0 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Hy @I Hy(@)*+H, ()|*=2
2 2
15 15
1 1
0.5 0.5
0 0 -
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Frequenz w Frequenz w

Abbildung 6.9: Tief- und Hochpaffilter einer 2-Band ON-FB

Wir wollen, dafl hg ein HochpaB- und h; ein Tiefpaffilter sind. Damit sollte also
die Fouriertransformierte Hp in einer Umgebung von w = 0 grof} und in einer
Umgebung von w = % klein sein. Gegenteiliges sollte fiir H; gelten. Daher stellt
man hdufig die folgenden zusétzlichen TiefpafS-Bedingungen an Hy:

Ho(0) =v2 und Hy(3)=0. (6.36)
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Hieraus folgen mit (6.35) automatisch die Hochpaf-Bedingungen fir H;:
Hi(0)=0 und Hi(3) =2 (6.37)

Siehe auch Abbildung 6.9 fiir eine graphische Darstellung der Beziehung zwi-
schen Hy und H;.

Fiir einen Prototyp hg € ¢!(Z) fordert man daher neben der in Korollar 6.3.6
formulierten Bedingung

|Ho(w)|? + |Ho(w + 3)> =2

die TiefpaB-Bedingung Ho(0) = v/2. Daraus folgt dann automatisch Hy(3) = 0.
Der in (6.33) durch alternierenden Flip definierte Filter

hi(k) == (=1 ho(N — k)

erfiillt dann ebenfalls automatisch die Hochpa-Bedingungen H;(0) = 0 und

Hi(3) = V2.
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Kapitel 7

Zusammenhang zwischen
Wavelets, MRA und ON-FB

Im letzten Kapitel dieser Vorlesung wollen wir die Verbindung zwischen der
Wavelettheorie mit ihren schnellen DWT-Algorithmen und der Theorie der or-
thogonalen Filterbénke herstellen. Erst als Mallat, Daubechies und andere die
Beziehung zwischen der Berechnung von Waveletkoeffizienten und Filterbdnken
mit Hilfe der Multiskalenanalyse und den zughtrigen Skalierungskoeffizienten
erkannt hatten, startete die Wavelettheorie in den 80er Jahren ihre rasante
Entwicklung.

Wir werden in Abschnitt 7.1 erkliren, wie die Skalierungskoeffizienten einer
MRA als Tiefpafifilter interpretiert werden kénnen, der einen Prototyp fiir eine
2-Band ON-FB definiert. Die Umkehrung gilt allerdings nicht, d. h. nicht jeder
Prototyp zu einer ON-FB kommt von den Skalierungskoeffizienten einer MRA.
In Abschnitt 7.3 werden wir hinreichende Bedingungen herleiten, wann auch
diese Umkehrung gilt. Dies liefert uns ein konkretes Verfahren zur Konstrukti-
on von MRAs und damit auch Wavelets aus den Filterkoeffizienten geeigneter
Prototypen.

In Abschnitt 7.2 widmen wir uns der Konstruktion von 2-Band ON-FB. Als
Beispiel hierzu behandeln wir die Klasse der Daubechies- oder Mazflat-Filter,
die uns schliefllich zu der wichtigen Klasse der Daubechies- Wavelets fithren wer-
den. In dieser Vorlesung sind uns diese schon héufig in den Beispielen bei der
Berechnung von DWT's begegnet.

7.1 Schnelle DWT-Algorithmen und ON-FBs

Hoéhepunkt von Kapitel 4 war die Herleitung schneller DWT-Algorithmen. Zur
Berechnung der Wavelettransformationen wurden dabei nur die Koeffizienten
der Skalierungsgleichung benutzt, wihrend die Skalierungsfunktion und Wa-
velets selbst im Hintergrund blieben. Die Wavelets waren allerdings fiir die

153



Interpretation der Berechnungsergebnissse wichtig.

Wir wollen in diesem Abschnitt behandeln, wie man die Folge der Skalierungs-
koeffizienten als Faltungsfilter interpretieren kann, die einen Prototyp fiir eine
2-Band ON-FB definiert. Wir fassen hierzu die bené6tigten Ergebnisse von Kapi-
tel 4 zusammen. Um eine einheitliche Notation zu erhalten, schreiben wir dabei
im folgenden fiir die Skalierungskoeffizienten h(k) anstelle hy und entsprechend
g(k) anstelle gy.

7.1.1 FDWT als Analysebank

Fiir eine MRA mit Skalierungsfunktion ¢ ist die Folge h = (h(k))rez € (*(7Z)
definiert tiber die Skalierungsgleichung (siehe Lemma 4.2.1):

p(z) = V2 hik)p(2z — k). (7.1)

kEZ

Die assoziierte Koeffizientenfolge g = (g(k))rez € ?(Z) ist definiert als alternie-
render Flip mit anschliefender Konjugation und Verzogerung um einen Delay
T (siehe (4.23)):

g(k) == (=DFh(1 — k). (7.2)

Da wir es in der Praxis meist mit FIR-Filtern zu tun haben, ist die zuséatzliche
Annahme g, h € £1(Z) keine allzu groBe Einschrinkung.

Nach (4.31) und (4.32) berechnen sich die Skalierungs- bzw. Waveletkoeffizien-
ten der m-ten Skala aus denen der (m — 1)-ten Skala iiber die Formeln:

w™(n) = > g(k—2n)™ (k) (7.3)

kEZ

v(n) = Y h(k— 20" (k). (7.4)

kEZ

Bis auf ein Vorzeichen und Konjugation sind dies also Faltungsprodukte mit
anschliefender 2-Dezimierung. Definiert man die Folgen hq, hy € ¢*(Z) durch

ho(k) := h(—k) und  hy(k) := g(—k), (7.5)
dann gilt tatséchlich

w™ = (12)[h x ™, (7.6)
o™ = (12)[ho *v™ 1.
Mit anderen Worten erhélt man die Folge der Waveletkoeffizienten w™ der m-
ten Skala durch Faltung der Folge v~ ! der Skalierungskoeffizienten der (m —

1)-ten Skala mit dem Filter h; und anschlieendem Downsampling mit (]2).
Analoges gilt fiir v™.
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Nach Lemma 4.2.3 geniigen die Skalierungskoeffizienten der Orthogonalitétsbe-
ziehung

> h(k)h(k + 2n) = 5(n).

keZ

Hieraus ergibt sofort (mit 6(n) = d(—n)), daB das Filter ho Doppelshift-ortho-
normal ist, also
> ho(k)ho(k — 2n) = 6(n) (7.8)
kEZ

gilt. Damit definiert also hg einen Prototyp fiir eine 2-Band ON-FB. Nach
Korollar 6.3.6 gilt also

|H(w)]> + [H(w+ 3> =2 (7.9)

fiir w € R. Diese Beziehung wurde auch schon fiir das Filter A im Rahmen der
Wavelettheorie in Satz 4.2.5 formuliert. Derselbe Satz besagt auch, daf§ H(0) =
V2 und H (%) = 0 gilt. Man rechnet leicht nach, dal dann diese Eigenschaften
auch fiir das Filter hg gelten, also

Ho(0)=+v2 und Hy()=0. (7.10)

Mit anderen Worten geniigt hg den TiefpaB-Bedingungen. Aus den Definitionen
in (7.5) folgt, da8 die Beziehung (7.2) auch fur die Filter ho und h; gelten:

hi(k) == (=1)kho(1 — k).

Dies ist also mit V = 1 genau die Definition von h; in Satz 6.3.5, der dann
nach Unterabschnitt 6.3.4 den HochpaB-Bedingungen geniigt. Wir fassen das
Ergebnis zusammen.

Zusammenfassung: Das Tiefpafifilter hy und Hochpafifilter h; definieren als
Analysebank-Filter eine 2-Band ON-FB. Fiir die Eingabefolge z = v™~! der
Skalierungskoffizienten der (m — 1)-ten Skala erhélt man nach Durchlauf der
Analysebank als Ausgabe die Folgen

Yo = (12)[ho * 2] =v™ und y1 = (|2)[h * 2] = w™.

Dies sind die Skalierungs- bzw. Waveletkoeffizienten der m-ten Skala (siehe
Abbildung 7.1).

ho(n) |2 v (n)

m-1
v (N —~

h, (n) 12 w' (n)

Abbildung 7.1: FDWT als 2-Band Analyse-Bank.

Wir betrachten nun die schnelle diskrete Wavelettransformation (FDWT) von
Unterabschnitt 4.3.1 im Licht der Theorie der ON-FB. Ausgehend von der Folge
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vY erhilt man durch Anwendung der Analysebank die Folgen v! und w!. Das
Spektrum von v° wird in ein Signal des TiefpaBbandes v' und ein Signal des
HochpaBbandes w' zerlegt. Dieses Verfahren kann nun wiederholt werden, in-
dem nun v' als Eingabesignal fiir die Analysebank verwendet wird. Man erhélt
eine weitere Zerlegung in eine , tiefes“ Tiefpaband v? und in ein ,,hohes* Tief-
paBband w?. Man fihrt nun mit v? auf diesselbe Weise fort. Dies fiihrt auf so-
genannte iterierte Filterbdnke oder auch spezieller auf 2-Band Analyse-Biume.
In Abbildung 7.2 sind die ersten drei Iterationsschritte dargestellt.

ho(n) 12 =V,

hy(n) 12 Vs,

ho(n) 12 Vi h, (n) 12— W,

Vo — h, (n) 12 — W,

h, (n) 12 —=w,

Abbildung 7.2: Drei Iterationen des 2-Band Analyse-Baumes.

Im ersten Schritt wird das Spektrum in zwei Bédnder gleicher Breite geteilt, in
ein Tiefpalband und in ein Hochpafiband. Im zweiten Schritt wird dann das
Tiefpa-Band wiederum in zwei gleiche Teile geteilt, also in Bénder, die jeweils
ein Viertel des vollen Frequenzspektrums abdecken, usw. Das Resultat, in Ab-
bildung 7.3 dargestellt, ist eine Aufteilung des Frequenzspektrums in Bénder,

deren Breite in Richtung niedriger Frequenzen logarithmisch abnimmt (um den
Faktor 2).

IH(w)|

w

1/8 14 12 1

Abbildung 7.3: Frequenzbénder des Analysis-Baumes nach drei Iterationen.

In Filterbank-Sprache nennt man dieses Verfahren auch konstante Q-Filterung,
da das Verhiltnis der Bandbreite zum Zentrum der Frequenz dieses Bandes
konstant ist. Es ist interessant, daf§ unser Verfahren dem Vorgehen in der Musik
dhnelt, wo man ein Skalenaufteilung in Oktaven hat. Auch das menschliche Ohr
reagiert auf Frequenzen in dhnlich logarithmischer Weise.
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7.1.2 FIDWT als Synthesebank

Wir wenden uns nun der diskreten Waveletrekonstruktion zu. Nach dem letz-
ten Abschnitt erwarten wir natiirlich, dafl dies der Anwendung der Synthese-
bank obiger ON-FB entspricht. Wir priifen das im folgenden nach. Wir erin-
nern daran, daf die Skalierungskoeffizienten v™~! der (m — 1)-ten Skala aus
den Skalierungs- und Waveletkoffizienten v bzw. w™ der m-ten Skala nach
folgender Formel zuriickgewonnen werden kénnen (siehe (4.35)):

v n) = 0™ (k)h(n = 2k) + Y w™(k)g(n — 2Kk). (7.11)

kez kez
Definiert man, wie bei einer ON-FB {iblich, die Filter der Synthesebank durch

fi(k) == hi(—k), i € {0,1}, dann gilt nach Definition der Filter hy und h; in
(7.5):

fo(k) = h(k) und  fi(k) = g(k). (7.12)

Damit schreibt sich die Formel (7.11) als

v = fox (12)[0™) + f1+ ((12)[w™)), (7.13)

und wie erwartet ist dies nichts anderes als Anwendung der Synthesebank auf
die Signale v und w™: Upsampling der Signale mit (12), Filterung mit fo bzw.
f1 und anschliefender Addition der so erhaltenen Signale (sieche Abbildung 7.4).

v (n) 12 O J—
é— Vm-l ®
w' (n) 12 f) -

Abbildung 7.4: FIDWT als 2-Band Synthese-Bank.

Die schnelle diskrete Waveletrekonstruktion (FIDWT) von Unterabschnitt 4.3.2
ist nun nichts anderes als die Iteration der Synthesebank, die zu einem soge-
nannten 2-Band Synthese-Baum fiihrt, dargestellt in Abbildung 7.5.

AP FORNES
é?vz 12 FOREES

W 12 f) = (%)Vl 12 f) -
W 12 fn) — é@—"o
w 12 fn)

Abbildung 7.5: Drei Iterationen des 2-Band Synthese-Baumes.
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7.2 Konstruktion von 2-Band ON-FB

In Kapitel 6 wurde das Konzept der ON-FB vorgestellt und wurden die hierfiir
hinreichenden und notwendigen Bedingungen iiber die Filterkoeffizienten, in
Matrixform und im z-Bereich formuliert. In Abschnitt 7.1 haben wir gezeigt,
wie sich die DWT-Algorithmen in dieses Konzept einbetten lassen. Bisher haben
wir allerdings noch nichts iiber die Existenz von ON-FB gesagt. Es wird hochste
Zeit, auf die folgenden Fragen einzugehen:

e Gibt es iiberhaupt Filter mit den geforderten Eigenschaften?

e Wenn ja, wie konstruiert man diese?

e Konnen beim Filterdesign zusétzliche, erwiinschte Eigenschaften der Fil-
ter beriicksichtigt werden (z.B. FIR, lineare Phase, Vorgabe von Spek-
traleigenschaften, etc.)

Wir wollen in diesem Abschnitt Antworten auf diese Fragen geben, konzentrie-
ren uns dabei aber auf die Konstruktion von ON-FB. Die vorgestellten Konzepte
konnen modifiziert und verallgemeinert werden und fithren dann zu FB mit an-
deren Eigenschaften oder allgemeineren PR-FB, z. B. linearphasige Filterbdnke,
brorthogonale Filterbdnke, etc.

Das von uns vorgestellte Verfahren zum Filterdesign beruht auf der sogenannten
Spektralfaktorisierung von Halbbandfiltern.

7.2.1 Halbbandfilter

Ziel dieses Kapitels ist es, einen Prototyp h € ¢1(Z) fiir eine ON-FB zu konstru-
ieren. Im z-Bereich haben wir hierfiir nach (6.34) die dquivalente Bedingung

H(z"YH()+H(—2"YH(-2) =2, (7.14)
die sich im w-Bereich nach Korollar 6.3.6 als
|H(wW))* + |H(w+ )2 =2 (7.15)
schreibt. Wenn man das Filter P im z-Bereich durch das Produkt

P(z) = H(z Y H(2), (7.16)

definiert (man bezeichnet P haufig auch als Produktfilter), schreiben sich die
Formeln (7.14) bzw. (7.15) als:

P(z)+ P(—2)=2 bzw. Pw)+Pw+1)=2. (7.17)
Sei p = (p(k))kez das Filter mit z-Transformierter P, dann folgt aus (7.17),
daB alle Koeffizienten p(k) mit geraden Index k verschwinden, bis auf p(0) = 1.

Dies ist die definierende Eigenschaft sogenannter Halbbandfilter:
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Definition 7.2.1 Ein Filter p = (p(k))rez € ¢*(Z) heifit Halbbandfilter, wenn
die Koeffizienten folgenden Bedingungen geniigen:

(k) = 1, falls k=0,
p - 0, falls k#0 und gerade.

Diese Bedingungen kann man auch elegant unter Benutzung des 2-Dezimierers
formulieren:

(12)[p] =4, (7.18)

d. h. Downsampling mit dem Faktor 2 ergibt den Einheitsimpuls. Die Halbband-
bedingung P(w) + P(w + %) = 2 bedeutet, dafl der Graph von P punktsymme-
trisch ist zur Halbbandfrequenz w = % (siehe Abbildung 7.6). Dies erklart auch
den Namen.

Halbbandfilter P(w) und P(w +1/2).

P(w+1/2)

15F

P(L/4)=1

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Frequenz w

Abbildung 7.6: Frequenzantwort eines Halbbandfilters.

7.2.2 Spektralfaktorisierung von positiven FIR-Filtern

Wir haben im letzten Unterabschnitt in (7.16) Produktfilter der Form P(z) =
H(z7Y)H(z) definiert. Im Falle eines Prototyps H sind wir dabei auf die Halb-
bandeigenschaften von P gestoflen. In diesem Unterabschnitt wollen wir andere
Eigenschaften dieser Produktfilter P untersuchen, wobei wir nun nicht mehr

fordern, dafl H ein Prototyp ist. Allerdings beschrinken wir uns im folgenden
auf endliche Filter P und H.
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Definition 7.2.2 Es sei P ein FIR-Filter. Existiert ein kausales FIR-Filter H
mit der Figenschaft

P(z) = H(z"")H(2),

dann definiert dies eine sogenannte Spektralzerlegung von P, und H wird als
Spektralfaktor von P bezeichnet.

Besitzt ein Filter P eine wie in der Definition 7.2.2 angegebene Spektralzerle-
gung, dann gilt im w-Bereich

und daraus folgt die Positivitéit der Frequenzantwort, also:
Yw e R : P(w) > 0. (7.19)
Weiterhin folgt aus P(z) = H(z~1)H(z) sofort
P(z) = P(=""),
d. h. die Folge der Filterkoeffizienten ist konjugiert symmetrisch:
Vk € Z: p(k) = p(—k). (7.20)

Hieraus folgt dann sofort, daf3 P von der Form

k=—M

M € N geeignet, ist. Die Filterldnge ist 2M + 1, also ungerade. Die beiden Be-
dingungen (7.19) und (7.20) sind offensichtlich notwendig fiir die Existenz einer
Spektralzerlegung. Der folgende Satz besagt, dafl diese Bedingungen tatséchlich
auch hinreichend sind.

Satz 7.2.3 Es sei P(z) = Z,]y:_M p(k)z=F, p(M) # 0, ein FIR-Filter mit den
zusdtzlichen Eigenschaften

(i) P(e*™) >0 fiir alle w € R,

(i1) p(k) = p(—k) fir alle k € {—M, ..., M}.

Dann besitzt P eine Spektralzerlegung, d. h. es existiert ein kausales FIR-Filter
H mit
P(z) = H(z"YH(2).

Die Spektralzerlequng ist im allgemeinen nicht eindeutig.
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Beweis: Wir geben eine kurze Beweisskizze. Weitere Einzelheiten kann man
zum Beispiel in Kapitel 5 des Buches [Strang/Nguyen| finden. Wir betrachten
das Polynom Q(z) := 2™ P(z) € C[z]. Nach dem Nullstellensatz fiir Polynome
iiber C zerfillt @ in Linearfaktoren. Wegen p(M) # 0 ist z = 0 keine Null-
stelle von Q). Bezeichnet z; € C eine Nullstelle von @), dann folgert man aus
(ii), daB auch (2)~! eine Nullstelle von @ sein muf. Im Falle |z;| = 1 (in die-
sem Fall gilt z, = (z,)~!) folgert man aus (i), daB die Nullstelle in gerader
Vielfachheit vorkommen muf. Man hat also bei geeigneter Numerierung (neue
deutsche Rechtschreibung: Nummerierung) der Nullstellen eine Zerlegung von
Q@ der Form

L 1 M
Q(z) = 2MP(2) = p(M) H(z — 2k) (z - —) H (2 — z)%, (7.21)
k=1

z
k7 =i+t

wobei |zi| # 1 fir k= 1,...,L und |2 = 1 fir k = L+ 1,..., M. Definiert
man das kausale FIR-Filter H durch

M

H(z)= c-z_MH(z—zk)

k=1

mit geeigneter Konstante ¢ € C, dann folgt die Gleichung
AMH(zTNH(2) = Q(2),

woraus sich die Behauptung des Satzes ergibt. Ersetzt man in der Definition
von H einen Faktor (z — z;) durch (z — (Z;)~') bei geeigneter Anpassung der
Konstanten ¢, so erhidlt man ebenfalls eine Spektralzerlegung, was die Unein-
deutigkeit im allgemeinen zeigt. O

Wir kénnen der Versuchung nicht widerstehen doch ein paar allgemeinere Be-
merkungen iiber beliebige Faktorisierungen der Form P(z) = F(z)H(z) zu ma-
chen. Hat man eine Zerlegung von P der Form (7.21) in Linearfaktoren, so muf
man diese bei einer Zerlegung auf die Faktoren H und F' verteilen, d.h. einige
Nullstellen von P teilt man H zu, die verbleibenden definieren dann F'. Diese
Zuteilung héngt von den Eigenschaften ab, die man sich fiir die von F und H
definierten Filter erwiinscht:

e Will man reelle Filter, dann miissen die Nullstellen z; und Z; entweder

beide dem Faktor F' oder beide dem Faktor H zugeteilt werden.
e Will man symmetrische Filter, dann miissen die Nullstellen z;, und (z;,)~!

zusammenbleiben.

e Falls F(z) = H(z7!) gelten soll, miissen die Nullstellen z; und (z;)~*
getrennt werden. Dies fithrt auf die Spektralzerlegung und ergibt ortho-
gonale FB, falls P ein Halbbandfilter ist.

Geht man von einem Filter P aus wie in Satz 7.2.3, der als zusétzliche Vor-
aussetzung reelle Koeffizienten hat, dann ist mit einer Nullstelle z; auch Zzj
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eine Nullstelle. Fiir solche Filter treten also nicht-reelle Nullstellen mit |zj| # 1
immer in Quadrupeln

21y 2k, (Z) 7, ()

auf. Damit ist eine Spektralzerlegung von P wie im Beweis zu Satz 7.2.3 moglich,
bei der zusétzlich mit dem Faktor (z — zx) auch der Faktor (z — ) in H vor-
kommt. Dies fithrt dann zu einem kausalen FIR-Filter mit reellen Koeffizienten.
Wir fassen das Ergebnis in einem Korollar zusammen:

Korollar 7.2.4 Es sei P(z) = ZQ/IZ_Mp(k:)z_k ein FIR-Filter mit reellen
Koeffizienten p(k), k € {—M,..., M}, das den Figenschaften von Satz 7.2.3
geniige. Dann gibt es eine Spektralzerlequng von P mit einem Spektralfaktor H,
der ebenfalls reelle Koeffizienten hat.

7.2.3 Spektralzerlegung von Halbbandfiltern

Verbindet man nun die Ergebnisse von den Unterabschnitten 7.2.1 und 7.2.2,
so ergibt sich folgendes Konstruktionsverfahren fiir eine 2-Band ON-FB:

Schritt 1: Konstruiere ein Filter P(z) = Zéi_Mp(k‘)z_k, p(M) # 0 mit den
folgenden Eigenschaften:
(i) P ist ein Halbbandfilter, also P(z) + P(—z) = 2,
(ii) p(k) = p(—k) fir alle k € {—M,..., M},
(iii) P(e*™™) > 0 fiir alle w € R.

Optional sollen auch gelten:

(iv) P hat reelle Koeffizienten.
(v) P(z) =2 fiir z = 1.

Schritt 2: Finde die Nullstellen von P und fiihre eine Spektralzerlegung

P(z) = H(z"")H(2),

nach Satz 7.2.3 durch, wobei H ein kausales FIR-Filter ist. Hierzu rei-
chen die Eigenschaften (ii) und (iii). Hat P auch Eigenschaft (iv), dann
kann nach Korollar 7.2.4 erreicht werden, dafl auch H reelle Koeffizienten
hat. Gilt (v) dann kann H so gewiihlt werden, dafl die Tiefpaibedingung
H(z) = /2 fiir z = 1 erfiillt ist.

Schritt 3: Das Filter H geniigt wegen Eigenschaft (i) der Bedingung

H(zYH(2)+ H(—2 HH(—2) = 2,

und definiert damit einen Prototyp fiir eine 2-Band ON-FB. Konstruiere
die Filter ho, h1, fo und f1 wie in Unterabschnitt (6.3.3).
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Ergebnis: Alle Filter der so konstruierten ON-FB haben die Lange M + 1,
wobei hg und h; kausal sind. Durch einen zusétzlichen M-fachen Delay
2~M der Synthesebankfilter fy und f; kann erreicht werden, da alle Filter
kausal sind (siehe Unterabschnitt 6.3.3). Falls Eigenschaft (iv) gilt, sind
die Koeffizienten aller Filter reell. Falls Eigenschaft (v) gilt, dann ist hg
ein Tiefpaf3- und hy ein Hochpafifilter.

Natiirlich 1é8t das so beschriebende Verfahren noch viele Fragen offen, ist das
Problem der Konstruktion von ON-FB doch nun auf das Problem der Kon-
struktion von Filtern P mit den Eigenschaften (i) bis (v) verschoben worden.
Wir werden im néchsten Unterabschnitt konkret eine Klasse solcher Polynome
konstruieren, die schliellich zu den Daubechies-Filtern fithren werden.

Fin weiterer kritischer Punkt ist die Berechnung der Nullstellen von P in Schritt
2. Es gibt im allgemeinen keine Algorithmen fiir die exakte Bestimmung der
Nullstellen, so dal numerische Verfahren verwendet werden miissen. Das be-
kannteste numerische Verfahren ist das sogenannte Newton- Verfahren, es gibt
aber effizientere Verfahren. MATLAB verwendet zum Beispiel eine Eigenwertme-
thode, bei der die Bestimmung der Nullstellen eines Polynoms vom Grad N auf
die Bestimmung der Eigenwerte einer N x N-Matrix zuriickgefithrt wird. Den-
noch bleibt die Nullstellenbestimmung insbesondere fiir Polynome hohen Gra-
des ein numerisch schwieriges Problem, was zu schlechten Approximationen der
Nullstellen fiithren kann. (Mit diesem Problem beschiftigt sich seit langer Zeit
Herr Schonhage, der u. a. in [Schonhage| und [Schonhage/Grotefeld/Vetter| nu-
merisch stabile Verfahren zur Nullstellenbestimmung beschreibt.) Werden diese
fehlerhaften Nullstellen zur Bestimmung der Filterkoeffizienten des Prototyp
H verwendet, so kann dies zu Filterbéanken fiihren, die unter Umstédnden nicht
mehr annihernd der PR-Eigenschaft geniigen, geschweige denn orthonormal
sind.

7.2.4 Konstruktion der Daubechies-Halbbandfilter

Wir geben in diesem Unterabschnitt die Konstruktion einer Familie von Poly-
nomen Py, d € N, an, und weisen nach, daf diese den Eigenschaften (i) bis (v)
in Schritt 1 des Unterabschnittes 7.2.3 geniigen. Dieses Polynom wollen wir im
folgenden auch Daubechies-Halbbandfilter nennen. Im néchsten Unterabschnitt
7.2.5 behandeln wir eine spezielle Spektralfaktorisierung dieser Polynome, die
auf die sogenannten Daubechies- oder Mazflat-Filter fithren. Dort werden wir
auch die Motivation fiir die hier definierten Polynome geben und konzentrieren
uns in diesem Unterabschnitt auf die rein algebraische Konstruktion.

Es bezeichne C[[X]] den Ring der formalen Potenzreihen iiber C in der Unbe-
stimmten X. Ausgangspunkt der Konstruktion ist die Potenzreihe

(BT
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fiir ein beliebiges, aber festes d € N. Die Gleichung (7.22) kann man leicht durch
vollsténdige Induktion beweisen. Wir wollen hier als mathematisches Bonbon
einen direkten Beweis vorfithren.

Beweis von (7.22): Die linke Seite von (7.22) schreibt sich unter Benutzung
der geometrischen Reihe und Ausmultiplikation wie folgt:

() -(Z-2( = v

£eN keNo  (0y,...,64)ENE:S £;=k

Wir miissen also fiir k € Ng die Anzahl der d-Tupel (¢1,...,£;) € N& bestimmen,
fiir die gerade > ¢; = k gilt. Definiert man \; = ¢; + ...+ ¢; firi =1,...,d,
dann gilt Ay = k£ und obige Anzahl entspricht gerade der Anzahl der schwach
monoton steigenden Folgen

0< <. <A1 <k

Diese wiederum stehen durch die Relation u; = A\; +d firi =1,...,d— 1, in

Bijektion zu den stark monoton steigenden Folgen

)

1<m<...<pg1<k+d-1.

Die Anzahl solcher Folgen ist aber nichts anderes als die Anzahl der (d — 1)-
elementigen Teilmengen der Menge {1,2,...,k + d — 1}, die durch die Bino-

mialkoeffizienten
k+d-1\ [(k+d—-1
d—1 ) k

gegeben ist. Das ist gerade die Behauptung. ([l

Die Zahl d wird den Grad von Py bestimmen und damit die Anzahl der Fil-
terkoeffizienten. Wir definieren das Polynom B;(X) vom Grad (d — 1), also d
Koeffizienten, durch die ersten d Terme dieser Potenzreihe:

d—1
~ d+ k-1 did+1 2d — 2
Ba(X):=) <+k )X’“:1+dX+%X2+...+(d_1>Xd—1.
k=0

Dann gilt die Beziehung
By(X)=(1-X)""+0(x%, (7.23)

wobei die Bezeichnung O(X?) fiir eine Potenzreihe in C[[X]] stehen soll, deren
Monome vom Grad kleiner als d verschwinden. Setzt man

Py(X) :=2(1 — X)4By(X), (7.24)
dann definiert Py ein Polynom vom Grad (2d — 1) mit der Eigenschaft
Py(X) =201 - X)¥(1 - X)" "+ O0(X)] =2+ O(X?). (7.25)

Mit anderen Worten haben P, und seine ersten (d — 1) Ableitungen eine Null-
stelle bei X = 1 und X = 0, aufler P;(0) = 2. Aus Gradgriinden ist P; durch
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diese Eigenschaft eindeutig festgelegt. Fiir die Ableitung Zsc’l ergibt sich daraus
die Darstellung )
P)(X)=—c- X1 - Xx)d! (7.26)

mit einer geeigneten Konstanten ¢ € R. Addiert man die Polynome pd(X ) und
Py(1— X), beide vom Grad (2d — 1), so nimmt dieses an den Stellen X = 0 und
X =1 den Wert 2 an, wihrend die ersten (d — 1) Ableitungen an diesen Stellen
verschwinden. Wiederum folgt aus Gradgriinden (2d Bedingungen dieser Art
legen ein Polynom vom Grad (2d — 1) eindeutig fest):

Py(X) 4 Py(1 - X) =2. (7.27)

Man erkennt, dafl dies schon sehr einer Halbbandbedingung dhnelt. Wir ersetzen
nun die unabhéingige Variable X durch

X = (1;2> <1_2Z_1>. (7.28)

wo-n((F) () o
By(z) == By <<1 > Z) <1 _221>> . (7.30)

Aus (7.28) berechnet man

1—X:<1‘2”> <1+221>, (7.31)

womit sich dann fiir Py die Formel

Pue) — 2 (12 1t ddi dk—1\ (1—z\"(1-21\"
"= T2 2 k 2 2

k=0
ergibt. Damit definiert Py ein Element in CJ[[z]], und stellt die z-Transfomierte

eines FIR-Filters dar. Wir zeigen nun, dafl P; den Eigenschaften (i) bis (v) in
Schritt 1 des Unterabschnittes 7.2.3 gentigt.

Damit erhalten wir

und

Das Polynom P, ist vom Grad (2d — 1) (entspricht 2d Koeffizienten) und damit
ist nach (7.29) das Filter Py von der Form

M
Pa(z) = S plk)z*
k=—M
mit M = 2d — 1 (also (4d — 1) Koeffizienten). Die Bedingung (iv), daf§ Py
reelle Koeffizienten hat, folgt sofort aus den Definitionen. Damit reduziert sich
Bedingung (ii) auf p(k) = p(—k) fir alle k € {—M,..., M}, was dquivalent
zu Py(z) = Py(z7!) ist. Diese Eigenschaft von Py ist aber unmittelbar aus der
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Definition (7.29) ersichtlich. Ebenso unmittelbar sieht man Py(z) = 2 fir z = 1,
also Eigenschaft (v). Die Halbbandeigenschaft (i) von Py ergibt sich aus (7.27)
und den Substitutionen (7.28) und (7.31). Es gilt:

Py(z) + Pa(—2) = Ba(X) + Ba(1 - x) "2 2.

Damit ist also nur noch Bedingung (iii) zu zeigen. Dazu untersuchen wir, wie
sich P im w-Bereich darstellt. Wir setzen in (7.29) z = €™ unter Beriicksich-
tigung der Identitéten

Y - 1—=z2 1—271 :1—cosw’
2 2 2
1+z2 14271 1+ cosw
1_X = =
() () -

die man leicht nachrechnet. Damit erhélt man die folgende Darstellung von Py
im w-Bereich:

P = (LEge) S (1R (L)

k=0

Da in dieser Darstellung jeder auftretende Faktor und damit auch Summand
offensichtlich fiir alle w € R reell und nicht-negativ ist, gilt dasselbe fiir Py(w),
womit auch (iii) gezeigt ist.

7.2.5 Daubechies- oder Maxflat-Filter

Nach Unterabschnitt 7.2.3 besitzt P, eine Spektralzerlegung mit einem Spek-
tralfaktor H, der ein FIR-Filter der Liénge d mit reellen Koeffizienten ist und
einen Prototypen mit Tiefpafleigenschaft fiir eine 2-Band ON-FB definiert. Die-
ser Spektralfaktor ist aber nach Satz 7.2.3 im allgemeinen nicht eindeutig defi-
niert. Eine spezielle Wahl des Spektralfaktors, die sich durch minimale Phase
und mazimale Flachheit im w-Bereich auszeichnet, fiihrt auf die sogenannten
Daubechies-Filter oder Mazflat-Filter. Wir gehen nun auf die Details ndher ein.

Zunichst untersuchen wir die Nullstellen des Halbbandfilters P, das die Dar-

stellung
1+ 2\ /14 271\*
Pa(z) =2 — 5 Ba(2)

besitzt. Die ersten beiden Faktoren liefern jeweils in z = —1 eine d-fache Null-
stelle. Wir miissen nur noch den dritten Faktor By(z) untersuchen, der sich im

w-Bereich i
— (d+ k-1 1—cosw\”
s =3 () (5)

k=0
schreibt (vgl. (7.32)). Dieser Faktor ist offensichtlich fiir alle w € R echt positiv,
was im z-Bereich zur Folge hat, da§ By(z) fiir |2| = 1 keine Nullstellen hat.
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Weiterhin ist z = 0 keine Nullstelle und mit 2y, ist auch (z)~! Nullstelle. Damit
hat By(z) eine Nullstellenmenge der Form

1 1
ZlyeoesRd—ly T geeey
21 2d—1

wobei 0 < |zx| < 1 fiir k € {1,...,d — 1}. Wir definieren nun einen Faktor von
P; durch d Nullstellen bei z = —1 und die Nullstellen zq, ..., z4_1 innerhalb des
FEinheitskreises. Dies liefert nach dem Beweis des Satzes 7.2.3 bei Multiplikation
mit einer geeigneten Konstanten ¢ € C auch tatsdchlich einen Spektralfaktor,
der sich durch die Wahl der betragsméfig kleinsten Nullstellen auszeichnet und
dadurch eindeutig bestimmt ist. Dieser Spektralfaktor heiflit Daubechies-Filter
oder Mazflat-Filter, den wir im folgenden mit Dy bezeichen. Es gilt also

d—1

Dy(z) =c- (1+ 2 )]0 - zz). (7.33)
k=1

Wir fassen nun die Eigenschaften der Daubechies-Filter Dy zusammen und
gehen danach auf die einzelnen Punkte néher ein.

(i) Dy ist ein kausales FIR-Filter mit 2d reellen Koeffizienten. Es ist Doppel-
shift-orthonormal und erfiillt die TiefpaBbedingung und definiert damit
einen Prototypen fiir eine 2-Band ON-FB.

(ii) Unter allen mdoglichen Spektralfaktoren von P; besitzt Dy sogenannte
minimale Phase, was gleichbedeutend mit der Wahl der betragsméafig
kleinsten Nullstellen ist.

(iii) Die Frequenzantwort Dp(w) ist mazimal flach bel w = % unter allen
Doppelshift-orthonormalen FIR-Filtern mit Tiefpafleigenschaft der Fil-
terlinge 2d. Der Grad der Flachheit bei w = 1 ist (d — 1), was einer
d-fachen Nullstelle bei w = % entspricht. Daher bezeichnet man D, auch

als Mazflat-Filter.

Die Eigenschaften in (i) folgen aus Satzes 7.2.3. Da bei der Wahl der Nullstellen
fiir Dy automatisch mit z; auch z; verwendet wird, sind die Koeffizienten reell.

Ein Filter mit minimaler Phase ist nach Definition ein Filter, dessen z-Transfor-
mierte nur Nullstellen innerhalb oder auf dem Einheitskreis hat. Damit ist (ii)
nach Konstruktion von D, giiltig. Diese Eigenschaft ist aus Stabilitédtsgriinden
erwiinschenswert (siche z. B. [ASVI]).

Wir kommen nun auf (iii) zu sprechen, was uns auch zu der Motivation der
Produktfilter Py fithrt. Man sagt, die Fouriertransformierte H eines Filters h
ist in w flach vom Grad d, wenn an dieser Stelle die ersten d Ableitungen von
H verschwinden. Fiir ein Doppelshift-orthonormales FIR-Filter H mit Tiefpaf-
eigenschaft gilt im w-Bereich H(0) = /2 und H(3) = 0. Ein solches FIR-Filter

mit N Koeffizienten heifit dann mazimal flach, wenn es an der Stelle w = %
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unter allen Doppelshift-orthonormalen FIR-Filtern fester Filterlinge mit Tief-
pafleigenschaft die maximale Anzahl verschwindender Ableitungen hat. Die Ei-
genschaft (iii) folgt nun aus dem folgenden Satz:

Satz 7.2.5 FEin Doppelshift-orthonormales kausales FIR-Filter H mit Tiefpafs-
eigenschaft, das in w = % flach vom Grad (d — 1) ist, hat mindestens 2d Koef-
fizienten.

Beweis: Wir verweisen auf Kapitel 5 des Buches von [Strang/Nguyen| und
geben nur eine kurze Beweisskizze. Da H(3) = 0 gilt, hat die Fouriertransfor-
mierte H(w) in w = 3 eine Nullstelle der Ordnung d. Man zeigt nun, daf in
diesem Fall die z-Transformierte H in z = —1 eine d-fache Nullstelle hat. Damit
hat das Produktfilter P(z) = H(z~')H(z) eine Darstellung der Form

P = (5 z)d (* *;1)dc2<z> (7.34)

mit einem geeigneten Filter (). Der entscheidende Punkt ist es nun zu zeigen,
daB das Produktfilter P aufgrund der Symmetrie P(z) = P(z~!) und Halbband-
eigenschaft P(z) + P(—z) = 2 mindestens vom Grad (4d — 2) sein muf}, womit
dann H mindestens vom Grad (2d — 1) ist, also mindestens 2d Koeffizienten
besitzt. O

Dies liefert auch die Motivation fiir die Definition des Daubechies-Produktfilters
in (7.29). Ziel ist es, ein Filter H maximaler Flachheit vom Grad (d — 1) zu
konstruieren. Als notwendige Bedingung muf3 dann ein Produktfilter P von der
Form (7.34) sein. Nun bestimmt man das Filter ) von minimalem Grad, so
daB P den Eigenschaften (i) bis (v) von Unterabschnitt 7.2.3 geniigt. Dies ist
gerade Q(z) = By(z) in (7.30), das durch diese Eigenschaften auch eindeutig
bestimmt ist.

Bemerkung 7.2.6 Fiir das Daubechies-Filter H = Dy rechnet man nach, dafl
aus der Flachheit vom Grad (d — 1) an der Stelle w = % folgt, dafl auch die
ersten (d — 1) Ableitungen von Dy an der Stelle w = 0 verschwinden, wobei
Dg4(0) = 2 gilt. Eine grofie Anzahl verschwindender Ableitungen an den Stellen
w=0und w= % bedeutet, daf3 die Frequenzantwort D, an diesen Stellen sehr
flach ist, und damit das Filter eine gute Tiefpafleigenschaft hat. Bei wachsendem
d wird der Ubergang vom DurchlaBband (niedrige Frequenzen bei w = 0) zum
Stopband (hohe Frequenzen bei w = 1) immer steiler und néhert sich immer
mehr dem idealen Tiefpafifilter an (siehe Abbildung 7.7). Deshalb ist ein grofier
Grad fiir die Flachheit wiinschenswert, was aber bei wachsendem Grad mit einer

wachsenden Anzahl von Filterkoeffizienten erkauft werden muf.
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|D1(co)| und Pl(w)

15

0.5

|D2(co)| und Pz(w)

|D3((,o)| und P3(oo)

|D4((o)| und P4(w)

15

0.5

0 0.2 0.4

0.2 0.4

|D5(m)| und Ps(w)

0.2 0.4

|D6(oo)| und Pe(w)

0 0.2 0.4

|D7(oo)| und P7(w)

0.2 0.4

IDg(w)] und Py(w)

0.2 0.4

IDg(w)| und Py(w)

0 0.2 0.4

0.2 0.4

0.2 0.4

Abbildung 7.7: Frequenzantworten der Daubechies-Filter.
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7.2.6 Die Fille d =1 und d = 2 fiir Daubechies-Filter D,
Wir wollen uns die bisherige Theorie noch einmal an den Féllen d = 1 und
d = 2 verdeutlichen.

Der Fall d = 1 ist schnell erledigt. Es gilt B;(X) = 1 und damit

1+2Y\ (1+271 1 1
P1(z)—2< 5 >< 5 )—52 +1+§z.

Damit ist der Spektralfaktor D; gegeben durch

Di(z) = \/§<1+Zl>.

2

Das Daubechies-Filter D; definiert als Prototyp eine 2-Band ON-FB mit den
Analysebankfiltern Hy = D1 und Hy. Hy bzw. H7 sind nichts anderes als das
TiefpaBifilter (4.43)

1 1
ho(0) = ok ho(1) = 7
bzw. das Hochpaffilter (4.44)
1 1
hl(O):ﬁa hl(l)__ﬁ7

die uns schon in dem Beispiel 4.4 der Haar-MRA begegnet sind (allerdings mit
ein wenig anderen Bezeichnungen). Die im Fall d = 1 konstruierte Filterbank
heifit auch Haar-Filterbank.

Der Fall d = 2 ist instruktiver. Es gilt By(X) = 1+ 2X und damit By(z) =
$(—z+4—271). By hat die Nullstelle X = —3 woraus sich aus der Substitution

(7.28)
1—2z 1— 271 1 1 1
X: —_— = — - -1
< 2 > < 2 > 2 117

die Bedingung z+2~! = 4 fiir die Nullstellen von By ergibt. Diese ,,quadratische
Gleichung“ hat die Wurzeln z = 2 + /3. Damit ist der Spektralfaktor Ds
definiert durch die 2d — 1 =3 Wurzeln z = —1,2 = —1 und z = (2 — V/3), also
gilt mit geeigneter Konstanten ¢ € R:

Da(z) = ez 3(z+1)2(z— (2= V3))

= [0+ VB + B+ VB + (3 V)21 - V)] [4v2

Die Koeflizienten von Dy sind damit

d2(0) = (1++3)/4vV2 =~  0.4830
da(1) = (3++3)/4v/2 ~ 0.8365
da(2) = (3—-V3)/4V2 ~ 0.2241
da(3) = (1-v3)/4V2 ~ —0.1294

Man rechnet nach, da da(0) + do(1) 4 do(2) + d2(3) = /2 gilt. Dies muB auch
so sein, da dies dquivalent zur TiefpaBbedingung Dy(w) = 0 fiir w = 0 ist. Aus
Ds(w) = V2 fiir w = 1 folgt dann da(0) + da(2) = da(1) + d2(3) = V2/2.
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7.3 Konstruktion von MRAs und Wavelets

In Abschnitt 7.1 haben wir gezeigt, dafl die Skalierungskoeffizienten einer MRA
einen Prototypen fiir eine 2-Band ON-FB definieren. In diesem Abschnitt stellen
wir uns die umgekehrte Frage: Welche Filter definieren eine MRA? Notwendi-
gerweise haben natiirlich nur Doppelshift-orthonormale Filter mit Tiefpafei-
genschaft eine Chance, aber das ist nicht ausreichend. Die Filter miissen eine
zusétzliche Eigenschaft erfiillen, so dafl der sogenannte Kaskadenalgorithmus
konvergiert, iiber den die Skalierungsfunktion einer MRA aus den Filterkoeffi-
zienten konstruiert werden kann. Wir geben in Unterabschnitt 7.3.3 hierfiir hin-
reichende Kriterien an. Damit ist die Existenz von MRAs bewiesen, und man
erhiilt einen expliziten Algorithmus zur Konstruktion der Skalierungsfunktionen
o und damit des Mutterwavelets .

Mit diesem Ergebnis schliefit sich auch der Kreis dieser Vorlesung: Ausgehend
von den Wayvelets haben wir iiber die MRA und deren Skalierungskoeffizienten
die Welt der Filterbénke betreten und finden nun iiber Filter mit speziellen
Eigenschaften den Weg zuriick in die Welt der Wavelets.

7.3.1 Kaskadenalgorithmus fiir die Skalierungsfunktion

Hat man eine MRA mit Skalierungsfunktion ¢, dann geniigt diese nach Lemma
4.2.1 einer Skalierungsgleichung

=V2> h(k)p(2z — k). (7.35)

kEZ

mit Skalierungskoeffizienten (h(k))iez. Hat man nun ein Filter (h(k))rez gege-
ben und sucht eine Funktion ¢, die einer Gleichung wie in (7.35) geniigen soll,
konnte man versuchen, diese Funktion durch einen iterativen Algorithmus zu
konstruieren, der eine Folge von Approximationen ((p(”))neN generiert. Konver-
giert dieser Algorithmus gegen eine Fixpunkt, dann liefert dieser eine Losung
¢ zu (7.35). Die Iterationen ¢, n € N, sind definiert durch

D (z) = V2h(k)e™ (22 — k), (7.36)

kEZ

wobei der Iterationsanfang ¢(©) durch die Rechteckfunktion 10,1 gegeben ist.
Dieser Algorithmus wird wegen seiner iterativen Form, bei dem derselbe Prozef3
immer wieder auf die vorherige Ausgabe angewendet wird, auch als Kaskadenal-
gorithmus bezeichnet.

Der Kaskadenalgorithmus 148t sich sehr leicht implementieren. Dabei sei h =
(h(0);...,h(N)), N € N, ein kausales FIR-Filter. Dann ist die n-te Iteration
™ eine zeitkontinuierliche Funktion mit kompaktem Trager, die fiir negative
Werte verschwindet. Nach Konstruktion ist ¢(™ konstant auf Teilintervallen
der Form [k27", (k + 1)27"[, k € Z, so daB es ausreicht, die Werte auf diesen
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Teilintervallen zu kennen. Diese seien im Vektor 2(™ enthalten, so dafl

2(z(™)

™ = 3" 2™ (k)L po-n rry2-n|
k=0

gelte. Die Vektoren konnen nun folgendermafien konstruiert werden:

Kaskadenalgorithmus

Eingabe: Filter h = (h(0),...,h(N)), N e N
Anzahl der Iterationen M
Startvektor z(9) = (1) fiir die Iteration

Berechnung: forn=1to M
2 = hx (1)
h=(12)h
end
Ausgabe: £, n=0,...,M

Man kann zeigen, dafl der Kaskadenalgorithmus fiir die Daubechies-Filter Dy,
d € N, die wir in Unterabschnitt 7.2.5 konstruiert haben, konvergiert. Dies fiithrt
auf die Daubechies-Skalierungsfunktionen und damit auf die Daubechies-Wave-
lets. Wir haben jeweils die ersten 8 Iterationen fiir den Fall d = 2 bzw. d = 5 in
den Abbildungen 7.8 bzw. 7.9 dargestellt. Es fallt auf, dafl der Kaskadenalgo-
rithmus im Konvergenzfall mit nur wenigen Iterationen gute Approximationen
der Skalierungsfunktionen generiert.

Der Fall d = 1 ist besonders einfach: In diesem Fall gilt némlich @) = x(©)
und damit ist der Kaskadenalgorithmus stationér, d.h. der Fixpunkt ist die
Rechteckfunktion ¢(©) selbst. Dies sollte auch so sein, da die Rechteckfunktion
die Skalierungsfunktion zur Haar-MRA (siehe Abschnitt 4.4) ist, die in Filter-
banksprache nichts anderes als die Haar-Filterbank mit Prototyp D; ist.
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Startfunktion 1. Iteration fir db2 2. Iteration flr db2

2 2 2
1.5 1.5 1.5
1 1 1
0.5 0.5 0.5
0 0 0
-0.5 -0.5 -0.5
o 1 2 3 o 1 2 s o 1 2 3
3. lteration fiir db2 4. Iteration fur db2 5. lteration fur db2
2 2 2
1.5 1.5 1.5
1 1 1
0.5 0.5 0.5
0 0 0
-0.5 -0.5 -0.5
o 1 2 3 o 1 2 3 o 1 2 3
6. Iteration fir db2 7. Iteration fur db2 8. Iteration fur db2
2 2 2
1.5 1.5 1.5
1 1 1
0.5 0.5 0.5
0 0 0
-0.5 -0.5 -0.5
o 1 2 3 o 1 2 3 o 1 2 3

Abbildung 7.8: Kaskadenalgorithmus zur Approximation der Skalierungsfunk-
tion zum db2-Wavelet aus den Do-Koeffizienten.

173



Startfunktion

1. lteration fir db5

2. Iteration fir db5

2 2 2
1.5 1.5 1.5
1 1 1
0.5 0.5 0.5
0 0 0
-0.5 -0.5 -0.5
Yo 2 4 o T2 4 6 T2 4 6 s
3. lteration fur db5 4. Iteration fuir db5 5. lteration fur db5
2 2 2
15 15 15
1 1 1
0.5 0.5 0.5
0 0 0
-0.5 -0.5 -0.5
o2 4 o Yo 2 4 6 Yo 2 4 6 s
6. Iteration fur db5 7. Iteration fiir db5 8. Iteration fur db5
2 2 2
1.5 1.5 1.5
1 1 1
0.5 0.5 0.5
0 0 0
-0.5 -0.5 -0.5
Yo 2 4 o T2 4 6 T 2 4 6 s

Abbildung 7.9: Kaskadenalgorithmus zur Approximation der Skalierungsfunk-
tion zum db5-Wavelet aus den Ds-Koeflizienten.
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7.3.2 Konstruktion von MRAs

Bevor wir auf hinreichende Bedingungen an das Filter A fiir die Konvergenz des
Kaskadenalgorithmus eingehen, wollen wir zuerst auf einige der Konsequenzen,
die sich aus der Konvergenz ergeben, eingehen. Wir setzen also in diesem Ab-
schnitt folgendes voraus:

Voraussetzung 7.3.1 Es sei h = (h(0),...,h(N)) ein kausales FIR-Filter
vom Grad N € N mit reellen Koeffizienten, so daf§ der Kaskadenalgorithmus in
der L2(R)-Norm gegen eine Funktion ¢ € L*(R) konvergiert, also

lp— ™| 2 =0 fiir n— occ.

Lemma 7.3.2 Sei h wie in Voraussetzung 7.3.1, dann erfillt ¢ die Skalie-
rungsgleichung

\/_Zh o2z — k).

Beweis: Dies ist nichts anderes als die Aussage, dafl ¢ Fixpunkt der Iteration
ist und folgt sofort aus:

pe) = lim "*(z)

= nll_{go <\/_Eh 2x—k)>

= \/_Zh lim ™ (2z — k)

n—oo

Z\/_Zh o2z — k).
U

Lemma 7.3.3 Sei h wie in Voraussetzung 7.3.1, also insbesondere habe das
kausale Filter N + 1 Koeffizienten, dann hat ¢ kompakten Triger [0, N].

Beweis: Wir beweisen zuerst, dafl ¢ einen kompakten Triger hat, der in [0, V]
enthalten ist. Dazu benétigen wir folgende Beobachtung: Hat eine Funktion ¢
einen Triger, der im Intervall [0, b], b > 0 enthalten ist, dann ist der Tréiger der
Funktion z — Eszo h(k)¢(2z — k) im Interall [0, 25~ enthalten. Startet man
also mit der Rechteckfunktion ¢(® mit dem Triger [0,1], dann ist der Tréger
von o) in [0, LN enthalten. Induktiv folgt

supp(p™) < [0, V] o, N,
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Damit ist gezeigt, daB ¢ auBlerhalb von [0, N] verschwindet. Wir nehmen an,

¢ habe einen kompakten Tréger der Form [a,b]. Dann hat z — ¢(2x — k) den

Trager [#, %] Der Index k lduft in der Skalierungsgleichung von Null bis

N, so dafl die durch z fov o h(k)p(2x — k) definierte Funktion den Trager

(5 M] hat. Da ¢ der Skalierungsgleichung geniigt, folgt

[a b] [a b—ZN]’

woraus ¢ = 0 und b = N folgt. O

Lemma 7.3.4 Sei h wie in Voraussetzung 7.3.1, und erfille die Doppelshift-
Orthonormalitit, d. h. fir alle m € N gelte

> " h(k)h(k + 2m) = 6(m).
keZ

Dann sind die ganzzahligen Translate von ¢ orthonormal zueinander, d. h. fiir
alle my, mg € N gilt

(o — mp)lp(- —ma)) = / = m)ela — ma)de
= 5(m2—m1). (737)

Insbesondere gilt ||z = 1.

Beweis: Wir beweisen zunéchst durch Induktion, daf fiir beliebiges n € N die
Orthogonalititsaussage (7.37) fiir ¢(™) gilt. Fiir die Rechteckfunktion ¢(©) ist
dies klar. Wir zeigen nun, da$ die Giiltigkeit von (7.37) fiir (™, die fiir o(+1)
impliziert:

(n+1)(' (n+1)(‘

(¢ —ma)lp —m2))

- / P (@ = m)e" ) (@ — my)da
zeR
= LGR(Zh ™) (2 — 2my — )(Zh 2m—2m2—kz)>d:c

- 2 (Srwes—om —n)
' (Z h(k — 2(mg — my))p™ (22 — 2m; — k))dm

k
(*:) Zh k? 2m2—m1))
k

- 5(m2 _m1)7

wobei in (x) die Induktionsvoraussetzung fiir n und in (*x) die Doppelshift-Or-
thogonalitit des Filters h verwendet wurden. Aus der L?(R)-Konvergenz der
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(™) gegen ¢ gilt (7.37):

(p(- —ma)lp(- —m2)) = lim (" —ma)[p™) (- —my))
= d(ma —my).

O

Die Aussagen der Lemmata sind als Teilaussagen im folgenden Satz enthalten.
Die restlichen Aussagen des Satzes wollen wir hier nicht beweisen, sondern
verweisen auf die Literatur, z. B. Kapitel 6 von [Blatter] oder auf den Klassiker
der Waveletliteratur , Ten Lectures on Wavelets von [Daubechies].

Satz 7.3.5 Sei h wie in Voraussetzung 7.53.1, das zusdtzlich Doppelshift-or-
thonormal ist und die Tiefpafleigenschaft besitzt. Dann definiert der Fixpunkt
¢ € L*(R) des Kaskadenalgorithmus eine orthonormale Skalierungsfunktion fiir
eine MRA auf folgende Weise:

Vi = span{p(2=™ - —k)|k € Z}, (7.38)

fiir m € Z. Dabei ist Vy der Grundraum der MRA. Weiterhin gilt fir den Triger
supp(¢) = [0, N].

Bemerkung anstelle des Beweises: Im Hinblick auf die Definition der MRA
(siehe Definition 4.1.1) bleibt einem keine andere Wahl, als die Rdume V,,, wie
in (7.38) zu definieren. Mit dieser Definition sind Eigenschaften (4.6) und (4.9)
automatisch erfiillt. Dal die Translate von ¢ eine Orthonormalbasis von Vj
definieren, also (4.10), folgt aus Lemma 7.3.4. Nur die Aussagen (4.7) und (4.8)
bleiben damit unbewiesen.

7.3.3 Konvergenzkriterien fiir den Kaskadenalgorithmus

In diesem Unterabschnitt geht es um die Existenz einer Losung ¢ fiir die Ska-
lierungsgleichung bei vorgegebenen Koffizienten h = (h(0);...,h(N)). Wir ha-
ben gesehen, dafl bei Konvergenz des Kaskadenalgorithmus diese Frage bejaht
werden kann: Die Grenzfunktion des Kaskadenalgorithmus ist Losung der Ska-
lierungsgleichung. Fiir den Fall einer MRA gilt die Umkehrung ebenfalls: Ist
@ die Skalierungsfunktion der MRA, so konvergiert der Kaskadenalgorithmus
gegen diese Funktion. Damit ist auch die Eindeutigkeit der Skalierungsfunktion
einer MRA bewiesen.

In diesem Unterabschnitt folgen wir in weiten Teilen Kapitel 7 des Buches von
[Strang/Nguyen]. Wir verzichten daher auf einen Teil der Beweise und verweisen
auf die Literatur. Es sei im folgenden h = (h(0);...,h(N)) ein kausales Filter,
an das wir momentan keine weiteren Forderungen stellen.

Zunichst leitet man eine notwendige Bedingung fiir die Konvergenz go(”) —
her, von der sich spéter herausstellen wird, daf3 sie auch hinreichend ist. Dazu
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betrachtet man die inneren Produkte
o™ (k) = / o (@)™ ( + k)da (7.39)
R

fir k € Z und n € N. Es gilt offensichtlich a(™ (k) = a(™(—k) und (™ (0) =
le™|2. Da ™ auBerhalb des Intervalls [0, N[ verschwindet, verschwinden die
inneren Produkte a(™ (k) fiir |k| > N. Die translatierte Funktion ¢ (- + N)
iiberlappt nicht mit go(”), so daf} nur die 2N — 1 mittleren Komponenten von
a™ nicht verschwinden.

Konvergiert der Kaskadenalgorithmus ¢(™ — ¢ in der L?(R)-Norm, dann kon-
vergiert sicherlich auch die Folge der inneren Produkte a(™ (k) — a(k) punkt-
weise, wobei a durch

a(k) := /Rgo(x)go(z: + k)dz, (7.40)

k € Z, definiert ist. Da die Koeffizienten aller Folgen a(™ fiir Indizes |k| > N
verschwinden, folgt dasselbe auch fiir a (aus der punktweisen Konvergenz folgt
dann z. B. auch Konvergenz in der ¢?(Z)-Norm). Wir kénnen also diese Folgen
als Elemente in C?2V~! C (2(Z) auffassen unter der Einbettung

L C2N-1 EQ(Z),

(z(=N +1),...,2(0),...,z2(N —1)) — (7.41)
(...;0,z(=N+1),...;2(0);...,z(N —1),0,...)

Wir untersuchen nun notwendige und hinreichende Kriterien fiir die Konvergenz
der Folge (a("))neN. Das folgende Lemma gibt an, wie sich die Folge a(»*! aus
a™ transformiert:

Lemma 7.3.6 Es sei h* € (2(Z) definiert durch h*(k) := h(—k), k € Z (h* ist
also der adjungierte Faltungsoperator zu h beziiglich des /?(Z)-Skalarproduktes).
Dann gilt fiir n € N:

a™ ) = (12)[h % h* % a™)]
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Beweis:
A" () = /R ) ()0 ) (3 1 o)
= zl:%:h(l)h(m)Q/R M2 —1
>3 hitam) / o ()™ y + 1+ 2% — m)dy
ZZh al™ (I + 2k — m)
9 ZZh h(m + 1)a™ (2k — m)
DSOS h(=Dh(m - Da™ 2k — m)
T

= (12)[h*h* *a™](k).

—
S]
N

x — )™ (2z 4 2k — m)dx

—~
o
=

Dabei wurde in (a) die Skalierungsgleichung verwendet, in (b) wurde mit y =
2x — [ transformiert, in (¢) wurde m — [ durch m und in (d) wurde [ durch —[
ersetzt. U

Wir machen uns das Ergebnis in Matrixschreibweise klar. Der Faltungsfilter i
wird durch eine Toeplitzmatrix H := T'(h(N),...,h(1); h(0)) dargestellt. Die
Toeplitzmatrix des adjungierten Faltungsfilter hA* ist die transponierte Matrix
H” = T(h(0); h(1),...,h(N)). Downsampling mit (]2) nach einer Faltung be-
deutet, daf} jede zweite Zeile der Faltungsmatrix entfernt wird. In Matrixschreib-
weise schreibt sich das Ergebnis von Lemma 7.3.6 als

™) = T(@™) mit T:=(]2)HH". (7.42)

Dabei ist T eine Block-Toeplitzmatrix, deren Zeile mit Index 0 durch die Ko-
effizienten h x h* gegeben ist. Man iiberlegt sich, da8 T die Menge +(C?V~1)
invariant 1i8t, und damit auf ¢(C2¥~!) eingeschrinkt werden kann. Man erhilt
somit eine (2N — 1) x (2N — 1) Teilmatrix Tyy_1, die den Ubergang von a(™
zu a("tY vollstindig beschreibt, d.h. faft man die a(™ als Elemente in C2N—1
auf, dann gilt

a™) = Tyn_y (a™). (7.43)

Damit gewinnt man a(™ durch n-fache Iteration der Matrizen T bzw. Ton_1
angewendet auf a(?). Konvergenzaussagen der Folge (a(”))neN werden so zu Aus-
sagen beziiglich Potenzen von Matrizen. Konvergiert die Folge a(™ — a, dann
ist a wegen (7.42) bzw. (7.43) Eigenvektor der Matrizen T bzw. Tony_1 zum
Eigenwert 1. Damit ist also ein Eigenwert A = 1 der Matrizen T bzw. Ton_1
eine notwendige Bedingung fiir die Konvergenz der (™. Wie der folgende Satz
zeigt, 1468t sich die Konvergenz solcher Folgen vollstéindig iiber die Eigenwerte
der Matrix T9n_1 charakterisieren.

179



Satz 7.3.7 Fir die Matrix Ton_1 sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Fir die Figenwerte X der Matriz Ton_1 gilt
|A| < 1 bis auf einen einfachen Eigenwert A = 1. (7.44)
Der normierte Eigenvektor zu X = 1 sei mit a € C2N =1 bezeichnet.

(ii) Es gibt einen normierten Vektor a € C2N=1, so daf fiir einen beliebigen
Startvektor a®© € C2N-1 die Iteration o™tV = TgN,la(”) gegen die
orthogonale Projektion von o' auf den Vektor a konvergiert (d. h. auf
den Anteil mit dem a in a'%) enthalten ist).

Beweis: Wir geben nur eine Beweisskizze. Betrachte die Jordansche Normal-
form zu Tyn_1. Gilt (i), so hat diese fiir A = 1 einen 1 x 1-Block, alle weiteren
Blocke haben eine Diagonalwert |A| < 1. Damit konvergieren die Potenzen T
gegen eine Matrix, die bis auf einen Diagonaleintrag 1 vom Eigenwert A = 1
nur aus Nullen besteht. Es folgt damit (ii). Die Richtung (ii) = (i) zeigt man
dhnlich durch einen Widerspruchsbeweis. ]

Der entscheidende Punkt ist nun, dafl die Eigenwertbedingung in Satz 7.3.7
auch hinreichend ist fiir die Konvergenz des Kaskadenalgorithmus.

Satz 7.3.8 Fiir die Matriz Ton_1 gelte die Figenwertbedingung
|A| <1 bis auf einen einfachen Eigenwert A = 1.
Dann bilden die (o) en eine Cauchyfolge in L*(R), d. h.
[ — ™| =0 fir n,m— occ.

Wegen der Vollstindigkeit von L*(R) existiert damit eine L*(R)-Grenzfunktion
@ dieser Funktionenfolge.

Beweis: Wir geben nur eine Beweisskizze. Der Term [¢(™) — (¢(™|? schreibt
sich als

™12 = 2(o"™ ™) + o2,

Es sei a der Eigenvektor von Ton_1 zum Eigenwert A = 1 und a die orthogonale
Projektion von a(®) auf a, wobei a(®) so gewihlt sei, daB @ # 0. Der erste und
dritte Term sind (™ (0) und a(™(0), die nach Satz 7.3.7 gegen a(0) konver-
gieren. Man muB nun zeigen, daB (o™ |@(™) fiir m,n — oo auch gegen a(0)
konvergiert, woraus dann die Behauptung des Satzes folgt. Dies folgt wieder
unter Verwendung der Jordanschen Normalform von Tony_1. Wir wollen dies
hier nicht vorfiithren, sondern verweisen auf S. 241 von [Strang/Nguyen]. O

Damit ist schon fast alles gezeigt. Wir haben ein hinreichendes Kriterium fiir
die Konvergenz des Kaskadenalgorithmus, und in diesem Fall auch eine Losung
der Skalierungsgleichung. Interessant wére nun auch zu wissen, ob sich jede
Funktion, die die Skalierungsgleichung erfiillt, als Grenzwert des Kaskadenal-
gorithmus darstellt. Dies ist tatséchlich genau dann der Fall, wenn Top_1 der
Eigenwertbedingung geniigt. Wir formulieren das Ergebnis in folgendem Satz:
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Satz 7.3.9 Es sei ¢ € L*(R) eine Losung der Skalierungsgleichung. Die Kas-
kadenfolge (¢™),en konvergiert (im L?(R)-Sinne) genau dann gegen @ wenn
fiir die Matriz Ton_1 die Eigenwertbedingung

|A| <1 bis auf einen einfachen Eigenwert A = 1.

gilt. In diesem Fuall ist die Losung der Skalierungsgleichung eindeutig.

Beweis: Siehe S. 239, [Strang/Nguyen]. O

Fiir Doppelshift-orthonormale Filter haben alle Eigenwerte A von Ton_1 den
Betrag |A| < 1. (Man kann zeigen, daf die Norm von T durch £ sup(|H (w)[? +
|H(w + 3)|?) gegeben ist, was im Fall Doppelshift-orthonormales Filter 1 ist.)
Die Eigenwertbedingung fiir Tony_1 reduziert sich in diesem Fall auf die so-
genannte Cohen-Lawton-Bedingung, dal A = 1 ein einfacher Eigenwert ist. In
diesem Fall sind die {¢(- — k)|k € Z} orthonormal und a = 6. Wir zitieren
folgenden Satz, der ein handliches Kriterium dafiir liefert, wann in diesem Fall
die Eigenwertbedingung fiir Ton_1 erfiillt ist.

Satz 7.3.10 Ist h ein Doppelshift-orthonormales Filter, dann gilt die Figen-
wertbedinung fir Ton_1, falls H(w) # 0 fir |w| < %

Beweis: Fiir einen Literaturhinweis sieche Bemerkung 2, S. 241 im Buch von
[Strang/Nguyen]. O

Korollar 7.3.11 Die Daubechies-Filter Dy definieren eine MRA.

Beweis: Man iiberpriift leicht, dafl die Filter Dy den Bedingungen von Satz
7.3.10 geniigen. Damit konvergiert der Kaskadenalgorithmus nach Satz 7.3.8
gegen eine Funktion ¢, die nach Satz 7.3.5 eine MRA definieren. O

7.3.4 Kaskadenalgorithmus im w-Bereich

In der Literatur wird der Kaskadenalgorithmus und hinreichende Kriterien fiir
dessen Konvergenz oft iiber die Fouriertransformierten im w-Bereich formuliert.
Wir wollen in diesem Abschnitt nur herleiten, wie die Iteration der Skalierungs-
gleichung zu der berithmten Produktformel im w-Bereich fiihrt. Fiir Ausfithrung
der Theorie im w-Bereich verweisen wir u.a. auf das Buch von [Blatter| oder
die Wavelet-Bibel von [Daubechies].

Wir wenden die Fouriertransformation auf beiden Seiten der Skalierungsglei-
chung

p(a) = V2 h(k)p(2z — k)

kEZ

an und erhalten
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Dabei wurde in (x) die Substitution s = 2t — k vorgenommen. Iteriert man
dieses Verfahren, so erhélt man nach M Schritten die Formel

M
pw) =274 (T H($)) 250, (7.45)
j=1

Der Kaskadenalgorithmus (7.36) schreibt sich im w-Bereich dann als
. _1 .
P (w) =272 H(5)M(3).

Die Frage nach der Konvergenz des Kaskadenalgorithmus fiihrt damit auf die
Frage nach Konvergenzkriterien fiir das unendliche Produkt

> w
[17(3)
j=1
Dabei reicht punktweise Konvergenz des Produktes fiir jedes w nicht aus. Die

durch das Produkt dargestellte Funktion in w sollte zumindest eine L?(R)-
Funktion sein, damit ein Kandidat ¢ fiir die Skalierungsfuktion als umgekehrte

e=1n(5)’

dieser Grenzfunktion definiert werden kann. Aber wir wollten ja eigentlich nur
ein paar Andeutungen machen ...

Fouriertransformierte
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Literaturverzeichnis

Anstelle einer langen Literaturliste haben wir uns darauf beschrénkt, nur die
Biicher zu erwahnen, die fiir die Ausarbeitung dieses Skriptes auch tatséchlich
verwendet wurden. Fiir ausfiihrliche Literaturlisten iiber Wavelettheorie und
Filterbianke verweisen wir auf die zitierten Biicher.

Wir besprechen nun, welche Quellen den einzelnen Kapiteln zugrundeliegen.
Die meisten mathematischen Resultate samt Beweisen von Kapitel 1 (ins-
besondere Integrationstheorie, Fourieranalysis, Faltungen) findet man z. B. in
dem Buch von [Folland], ein schones Lehrbuch der Mathematik, allerdings auf
einem sehr allgemeinen und abstrakten Niveau. Die Grundlagen der Signaltheo-
rie und der klassischen Fouriertransformation findet man im Skript [ASVI] zur
Vorlesung Audiosignalverarbeitung I und in grofler Ausfiihrlichkeit in [Oppen-
heim/Willsky], das sich insbesondere auch fiir Nicht-Mathematiker eignet.
Fine gute Zusammenfassung der mathematischen Grundlagen gibt es auch im
Buch von [Wickerhauser]|. Hier findet man auch weitere Einzelheiten iiber die
in Kapitel 2 definierten Informationszellen.

Die Kapitel 2 und Kapitel 3 kann man in weiten Teilen im Buch von [Kai-
ser| nachlesen, in dem einige Resultate, insbesondere iiber die CWT, in etwas
allgemeinerer Darstellung bewiesen sind. Diesem Buch wurde u.a. auch die
Idee entnommen, die Funktionen g,; und ¢*! als ,musikalische Noten“ zu
interpretieren. Wéhrend [Kaiser] eine anschauliche Einfiihrung in die Themen-
bereiche WFT und CW'T gibt, sind die mathematischen Beweise oft mit Vor-
sicht zu genieflen. In mathematischer Hinsicht kann man sich auf das Buch von
[Louis/Mafl/Rieder]| verlassen, wo allerdings aufgrund der vielen technischen
Details die Intuition und Anschauung zu kurz kommen. Dem eher mathema-
tisch interessierten Leser sei dieses Buch aufgrund seiner vielen mathematischen
Beziige und exakten Definitionen dennoch empfohlen. Kapitel 4 dieses Skrip-
tes folgt vor allem den Ausfithrungen in [Louis/Maf/Rieder|, wo man auch die
fehlenden Beweise findet.

Fiir die Anwendungen von Kapitel 5 wurde auf mehrere Quellen zuriickgegrif-
fen, insbesondere [Strang/Nguyen], [Kurth]|, [Burrus/Gopinath/Guo],
der Artikel von [Donoho| (Donoho ist im Bereich des Denoising einer der
fithrenden Wissenschaftler) und das MATLAB-Handbuch [Matlab] der Wavelet-
Toolbox. Die benétigten statistischen Grundlagen findet man z. B. in den Bii-
chern von [Krengel] und [Hayes]. Fiir den an Anwendungen interessierten
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Leser wollen wir aber vor allem das Softwarepaket MATLAB mit der Wavelet-
Toolbox empfehlen, das auf die Bediirfnisse der digitalen Signalverarbeitung
zugeschnitten ist. Hiermit 148t sich schon frithzeitig mit geringen mathema-
tischen Vorkenntnissen experimentieren, um so ein intuitives Verstdndnis fiir
die Grundideen der Wavelettheorie, die auch iibersichtlich im Handbuch [Mat-
lab] dargestellt sind, zu entwickeln. Mit MATLAB wurden auch die meisten
Abbildungen dieses Skriptes entworfen. Zur Warnung sei allerdings angemerkt,
dafl bei konkreten Anwendungen fiir die ,,richtige* Wahl des Wavelets und die
,richtige” Interpretation der Waveletkoeffizienten ein tieferes Verstéindnis der
Wayvelettheorie unumgénglich ist.

Die Verbindung der Wavelettheorie zur Theorie der Filterbénke ist Gegenstand
des Buches von [Strang/Nguyen], das thematisch als Grundlage von Kapitel
6 und Kapitel 7 des Skriptes diente. Dieses Buch, das sich den Verkaufszahlen
zufolge einer grofleren Beliebtheit erfreuen muf, baut auf einem Minimum an
mathematischen Grundlagen auf, und deckt dennoch einen grofien Bereich so-
wohl der Wavelet- als auch der Filterbanktheorie ab. Der vor allem zu Anfang
des Buches etwas plauderhafte Ton entbehrt nicht eines gewissen Charmes, und
der Leser wird sachte in die Thematik eingefiihrt. Bei fortschreitenden Kapiteln
verliert man allerdings, vor allem als Anfinger, leicht den Faden, und fiihlt sich
vor allem bei ndherem Hinsehen im Wirrwarr der Behauptungen, Definitionen,
Andeutungen und Beweise, die leider oft ihren Namen nicht verdienen, im Stich
gelassen. Eine vollstdndige und mathematisch exakte Darstellung des Stoffes ist
vielleicht auch gar nicht die Intention von [Strang/Nguyen|, schreiben die Au-
toren doch selber auf S. 240 ihres Buches: ,, This is not a book about proofs.
Von einer héheren Warte aus ist dieses Buch aufgrund seiner thematischen Zu-
sammenhénge aber auf jeden Fall eine Fundgrube.

Fiir eine tibersichtliche Darstellung der wesentlichen Definitionen und Zusam-
menhinge von Wavelet- und Filterbanktheorie empfehlen wir das Buch von
[Burrus/Gopinath/Guo]. Die verschiedenen Charakterisierungen in Kapi-
tel 6 von PR~ und ON-Filterbénken werden z. B. auch in [Mertins| dargestellt.
Eine saubere und iibersichtliche Einfiihrung in die Wavelettheorie findet man
auch in dem Buch von [Blatter], das u.a als Grundlage fiir Teile von Kapitel
7 diente. Der Autor versteht es mit seinem kompakten Buch, sich geschickt
durch die Welt der Wavelets zu schléngeln, beschrinkt sich dabei aber notwen-
digerweise auf die Darstellung von nur einer Perspektive aus (z.B. wird der
Zusammenhang zur Filterbanktheorie nicht behandelt).

Abschlielend wollen wir noch drei weitere Quellen erwdhnen, die an verschiede-
nen Stellen fiir das Skript sehr hilfreich waren. In der Diplomarbeit von [Kurth]
findet man nicht nur gute Zusammenfassungen iiber die WFT, DWT und Fil-
terbanktheorie, insbesondere der (in dieser Vorlesung nicht behandelten) M-
Band Waveletpackets, sondern auch Anwendungen der Theorien in der digitalen
Audiosignalverarbeitung, u. a. Denoising und Kompression. Eine sehr schénes
Einfithrung ist auch das Buch von [Hubbard], in dem die Autorin in journali-
stisch aufbereiteter Form sehr versténdlich die Welt der Wavelets darstellt: ein
Buch zum Schmdokern. Es spricht eigentlich nicht sehr fiir die Zunft der Mathe-
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matiker, dafl es einer Nichtfachfrau (Hubbard ist Journalistin!) bedarf, um ein
auch fiir Laien zugéngliches Buch iiber mathematische Methoden zu schreiben.
Zu guter Letzt sei noch die ,, Waveletbibel“ von [Daubechies] zitiert, eines der
ersten Biicher, in dem Wavelettheorie so umfassend und mathematisch prézise
dargestellt ist. Viele Biicher iiber die Theorie der Wavelets zitieren [Daubechies]
als eine ihrer wesentlichen Quellen.
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